ŮĚŇĽĞĚ ŇŤŃ :’Ć ŮŸŤ

ĞĽŃĚĎŇ ŇŮĚ ĎĹĚŹŤĚ ŽĽŠĄĹ ĎŘĽĎŹ ,ŊĽŮĞŹŐĎ ŇŃ ŇŹ ŊĆ ĂŇĂ ŊĽŸŤŚŐĎ ŇŹ ŮŸ ĂŇ ,ŸĚĄĽĞĎ ŽŸČĆĎŇ ČĚĆĽŘĄ .ĎŐĽĂŽŐ ĎŸČĆĎ ĂŰŐŹ ČŠ ŽĚĄŸ ĞŸĹ ĽĽĚĚŘĚŮĚ ŇŇŃĚ ŇŇŃ ĎĹĚŹŤ ĎŘĽĂ ŊĽŸŤŚŐĎ ŇŹ ŇŤŃĎ ŽŸČĆĎ ,ĎĽŽĚŘĚŃŽ ŽĂ ĚŇĂŹ ĞĽŘĎŇ ĽŠĄĹ ŊĽĽĄĚĽĞ ŊĽŸŤŚŐĄ ŊĽŮŚĚŠ ĚŘĂ ČĚŠ ŇŃ ?xy ĎŇŤŃŐĎ ŇŹ ŽĚĽŇĂŐŹĎ ŽĚĽŰŤĚĂĎ ŽĚĽĎŇ ŽĚŃĽŸŰ ĎŐ ŽĚĽŰŤĚĂĄ ĽČ ĂŇŹ ŸŸĄŽŐ .ŽŸČĆĚŐ ŸĄŃ x^Ly^L ĎŇŤŃŐĎĚ ĎĽŚŸĚŮŸĄ ĂĽĎ ĎŸČĆĎĎ ŸŹĂŃ ,x^Ly^L ŊĽŮĞŹŐĎ ĎŘĽĽĎŽ ŔĚŸŮĽŠĄŹ ŽĚĽŇĂŐŹĎ ŽĚĽŰŤĚĂĄ ŹŐŽŹŘ ĚŘĂĚ ,xy-Ň ŮĽŤŚŐ ŊĽĄĚŸŮ ĞŸŃĎĄ ŊŘĽĂ x^Ly^L ŊĽŮĞŹŐĎ ĽŃ ĚŇĂ ŽĚĽŇĂŐŹ ŁĽŇĎŽĄ ŊĽŸČĆĚŐ ŸĄŃ ĚĽĄĽŃŸ ŇŃŹ xy^L + x^Ly − x^Ly^L ŔĎŇŹ ĞĚŽĽŤĄ ŹŐŽŹŘ ĚŘĂĚ ,xy − (x − x^L)(y − y^L) ŔĎ ,xy^R + x^Ry − x^Ry^R ĞĚŽĽŤĄ xy − (x^R − x)(y^R − y) ŽĚŤŚĚŘ ŽĚĽŇĂŐŹ ŽĚĽŰŤĚĂĄ ĎŐĚČ ŔŤĚĂĄĚ ,ĎĽŚŸĚŮŸĎ ĞĚŽĽŤĄ xy + (x^R − x)(y − y^L) -Ě xy^R + x^Ly − x^Ly^R ĞĚŽĽŤĄ xy + (x − x^L)(y^R − y) ŽĚĽŘŐĽĎ ŽĚĽŰŤĚĂĄĚ ŊĽŮĞŹŐŇ ĂŇĚ ŊĽŸŤŚŐŇ ŮŸ ĚŘŽĚĂ ŔĽĽŘŠŐ ŇŤŃĎ .ĚĽŽĚŘĚŃŽ ŽĂ ĞĽŃĚŘĚ ŇŤŃĎ ŽĂ ŸĽČĆŘ ŽĂĘ ŸĚĂŇ .xy^L +x^Ry−x^Ly^R ŽĚČĞĚĽŐĎ ŽĚŘĚŃŽĄ ŊĽŹŐŽŹŐ ĚŘĂ ŔŃĽĎ ŽĚĂŸŇ ĽČŃ ŊĎŹŇŃ ŊĽŮĞŹŐŇ ŽĂĘ ĎŹŠŘ ŸŹŤĂŹ ŔŃĽĎ ŇĄĂ ,ŸŽĚĽ ŊĽĽŇŇŃ .ŊĽŸŤŚŐĎ ŇŹ Ľ"Š ŸČĆĚŐ ŊĽŮĞŹŐ ŇŹ ŇŤŃĎ .ŇŤŃĎ ŽŇĚŠŤ 3.1

ŇŤŃĎ ŽŇĚŠŤ 3.1 xy ≡ {x^Ly + xy^L − x^Ly^L, x^Ry + xy^R − x^Ry^R | x^Ly + xy^R − x^Ly^R, x^Ry + xy^L − x^Ry^L} y^′ ~∈y ĚĂ y = y^′ -Ě x^′ ~∈x ŊŊĂ ⟨x, y⟩ → ⟨x^′, y^′⟩ Ľ"Š ŔĚŽŘ ĚŇŹ → ŚĞĽĎŹ ŞŸĆĎ ŇŠ ,ĎĽŚŸĚŮŸĄ ĎŸČĆĎ ŽĂĘ .ĄĹĽĎ ŚŚĚĄŐ ŞŸĆ ĚĎĘŹ ŽĚĂŸŇ ŇŮ .y^′ ~∈y -Ě x^′ ~∈x ĚĂ x = x^′ -Ě ŊĎŹŇŃ x, y ŊĽŮĞŹŐŇ .ĹŤŹŐ 3.2

ĹŤŹŐ 3.2 .(−x)y = x(−y) = −xy .Č .xy = yx .Ć .x1 = x .Ą .x0 = 0 .Ă ŔĽĂ ŔŃŇĚ ŽĚĽŰŤĚĂ y-Ň ŔĽĂ 0 ĂĽĎ y ĚĄ ĎŸŮŐĄĚ y ŇŹ ĎĽŰŤĚĂ ŇŹ ĎŇĚŤŃ ŸĄĚĞŐŃ ĎŇĽŃŐ xy ŇŹ ĎĽŰŤĚĂ ŇŃ .Ă .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ .xy = 0 ŸŐĚŇŃ ,xy-Ą ŽĚĽŰŤĚĂ ’Ă ĽŤŇĚ ,x1 = x{0 |} = {x^L1 + x0 − x^L0 | x^R1 + x0 − x^L0} ŊĽĽŮ ŇŤŃĎ ŽŸČĆĎ ĽŤŇ .x ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ .Ą .x-Ň ŸŐĚŇŃ ,{x^L | x^R} -Ň ĎĚĚŹ ĎĘ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎĚ ĂĽĎŹ ŁŃĄ ŮŸ ŔŽĚĂ ĎŘŹŐ xy ŇŹ ŽĚĽŰŤĚĂĄ y-Ą x ŽŤŇĞĎ ,ŸĚĄĽĞĎ ŽĚĽĄĽĹĹĚŐĚŮ ŸĚĂŇ .x, y ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ .Ć ĎŘĽĂ ŽĂĘ ŸČŚ ŽŤŇĞĎ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎ ĽŤŇĚ ,x^Ly^L, x^Ry^R, x^Ly^R, x^Ry^L ŽĚŇŤŃŐĄ ŊĽŇŤĚŃĎ ŸČŚ ŽĂ ĎŤĽŇĞŐ .ŊŃŸŠ ŽĂ ĎŘŹŐ .x, y ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ .Č (−x)y = {(−x^R)y + (−x)y^L − (−x^R)y^L , (−x^L)y + (−x)y^R − (−x^L)y^R | (−x^R)y + (−x)y^R − (−x^R)y^R , (−x^L)y + (−x)y^L − (−x^L)y^L} ĎĚĚŹ ĎĘ 2.14-Ě ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎ ĽŤŇĚ ,{−x^Ry − xy^L + x^Ry^L , −x^Ly − xy^R + x^Ly^R | −x^Ry − xy^R + x^Ry^R , −x^Ly − xy^L + x^Ly^L} -Ň -Ń ĚŽĚĂ ĄĚŽŃŇ ŸŹŤĂĚ .{−(x^Ry + xy^L − x^Ry^L) , −(x^Ly + xy^R − x^Ly^R) | −(x^Ry + xy^R − x^Ry^R) , −(x^Ly + xy^L − x^Ly^L)} ĎĘ ŮĞŹŐ ŇŹ ŽĚĽŘŐĽĎ ŽĚĽŰŤĚĂĎĚ ,xy ŇŹ ŽĚĽŘŐĽĎ ŽĚĽŰŤĚĂĎ ŇŹ ŽĚŇĽŇŹĎ ŔĎ ĎĘ ŮĞŹŐ ŇŹ ŽĚĽŇĂŐŹĎ ŽĚĽŰŤĚĂĎ .−xy ŮĞŹŐĎ ĚĎĘ ŔŃŇĚ ,xy ŇŹ ŽĚĽŇĂŐŹĎ ŽĚĽŰŤĚĂĎ ŇŹ ŽĚŇĽŇŹĎ ŔĎ .(xy)z ≡ x(yz) .Ą .(x + y)z ≡ xy + xz .Ă :ŊĽĽŮ ŊĎŹŇŃ x, y, z ŊĽŮĞŹŐŇ .ĹŤŹŐ 3.3ĹŤŹŐ 3.3

ĹŤŹŐ 3.3 ĚĂ x ĂĚĎ x^′ ĚĄ ,(x^′ + y^′)z^′ ĆĚŚĎŐ ĽĚĹĽĄĄ ŹĚĆŤŘĚ (x + y)z ŽĂ ĞŽŤŘ ŸŹĂŃ .x, y, z ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ .Ă .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ ŽĞŘĎĄ ŹŐŽŹŘ ĘĂ ŊĽĂŽŐĎ ŮĞŹŐĎ ŇŹ ĎĽŰŤĚĂ ĂĚĎ x^′, y^′, z^′ -Ő ČĞĂ ŽĚĞŤŇ ĚĄ ŸŹĂĚ ,z^′-ŇĚ y^′-Ň ŔŃĚ ,x ŇŹ ĎĽŰŤĚĂ ŽĚŇĽŮŹĎ ŽŮŇĞŐ ŽĂ ĎŘŹĽ ĂŇ ĎĘ ’Ď2.33 ĽŤŇĚ ,x^′z^′ + y^′z^′ ĚŇ ŇĚŮŹĎ ŮĞŹŐĄ (x^′ + y^′)z^′ ŽĂ ŞĽŇĞŘĚ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ .ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎĄ ŹĚŐĽŹĎ ŽĂ ĄĚŹ ŸĽŃĘŘ ĂŇ ŽĂĘ ĎŹŠŘ ŸŹĂŃ .ŮĞŹŐĎ ŇŹ

(x + y)z ≡ {(x + y)^Lz + (x + y)z^L − (x + y)^Lz^L , (x + y)^Rz + (x + y)z^R − (x + y)^Rz^R | (x + y)^Lz + (x + y)z^R − (x + y)^Lz^R , (x + y)^Rz + (x + y)z^L − (x + y)^Rz^L} ≡ {x^Lz + yz + xz^L + yz^L − x^Lz^L − yz^L , xz + y^Lz + xz^L + yz^L − xz^L − y^Lz^L,

19 ŮĚŇĽĞĚ ŇŤŃ :’Ć ŮŸŤ 2002 ŸĄŐĄĚŘĄ 19 x^Rz + yz + xz^R + yz^R − x^Rz^R − yz^R , xz + y^Rz + xz^R + yz^R − xz^R − y^Rz^R | x^Lz + yz + xz^R + yz^R − x^Lz^R − yz^R , xz + y^Lz + xz^R + yz^R − xz^R − y^Lz^R, x^Rz + yz + xz^L + yz^L − x^Rz^L − yz^L , xz + y^Rz + xz^L + yz^L − xz^L − y^Rz^L} ŊĽŇĄŮŐ ĚŘĂ ,ŮĞŹŐĎ ŇŹ ŽĚŇĽŮŹĎ ŽŮŇĞŐ ŽĂ ŽŸŐĚŹ ŽĂĘ ĎŇĚŠŤĚ ,ŊĽŘĚŹĎ ŊĽŐĚŃŚĄ ŊĽĽČĆŘ ŊĽŸĄĚĞŐ ŽĹŐŹĎĄĚ ≡ {x^Lz + yz + xz^L − x^Lz^L , xz + y^Lz + yz^L − y^Lz^L, x^Rz + yz + xz^R − x^Rz^R , xz + y^Rz + yz^R − y^Rz^R | x^Lz + yz + xz^R + −x^Lz^R , xz + y^Lz + yz^R − y^Lz^R, x^Rz + yz + xz^L − x^Rz^L , xz + y^Rz + yz^L − y^Rz^L} ≡ {(xz)^L + yz , xz + (yz)^L | (xz)^R + yz , xz + (yz)^R} = xz + yz ,x ŇŹ ĎĽŰŤĚĂ ĚĂ x ĂĚĎ x^′ ĚĄ ,(x^′y^′)z^′ ĆĚŚĎŐ ĽĚĹĽĄĄ ŹĚĆŤŘĚ (xy)z ŽĂ ĞŽŤŘ ŸŹĂŃ .x, y, z ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ .Ą ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎĄ ŹŐŽŹŘ ĘĂ ŊĽĂŽŐĎ ŮĞŹŐĎ ŇŹ ĎĽŰŤĚĂ ĂĚĎ x^′, y^′, z^′ -Ő ČĞĂ ŽĚĞŤŇ ĚĄ ŸŹĂĚ ,z^′-ŇĚ y^′-Ň ŔŃĚ ŔŤĚĂĄ ŊĆ ŹŐŽŹŘ (xy)z ĞĚŽĽŤĄ .ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎĄ ŹĚŐĽŹĎ ŽĂ ĄĚŹ ŸĽŃĘŘŹ ĽŇĄŐ ,(x^′y^′)z^′ ŊĚŮŐĄ x^′y^′z^′ ĄĚŽŃŘĚ .’Ă ŮŇĞĄ ĞŃĚĎŹ ĆĚŇĽŤĎ ŮĚĞĄ ĽŹŤĚĞ (xy)z = {(xy)^Lz + xyz^L − (xy)^Lz^L , (xy)^Rz + xyz^R − (xy)^Rz^R | (xy)^Lz + xyz^R − (xy)^Lz^R , (xy)^Rz + xyz^L − (xy)^Rz^L} ≡ {(x^Ly + xy^L − x^Ly^L)z + xyz^L − (x^Ly + xy^L − x^Ly^L)z^L, (x^Ry + xy^R − x^Ry^R)z + xyz^L − (x^Ry + xy^R − x^Ry^R)z^L, (x^Ly + xy^R − x^Ly^R)z + xyz^R − (x^Ly + xy^R − x^Ly^R)z^L, (x^Ry + xy^L − x^Ry^L)z + xyz^R − (x^Ry + xy^L − x^Ry^L)z^R | (x^Ly + xy^L − x^Ly^L)z + xyz^R − (x^Ly + xy^L − x^Ly^L)z^R, (x^Ry + xy^R − x^Ry^R)z + xyz^R − (x^Ry + xy^R − x^Ry^R)z^R, (x^Ly + xy^R − x^Ly^R)z + xyz^L − (x^Ly + xy^R − x^Ly^R)z^L, (x^Ry + xy^L − x^Ry^L)z + xyz^L − (x^Ry + xy^L − x^Ry^L)z^L} ĎŸĚŰĎ ŽĚŇŠĄ ŔĎ ĚŇŹ ŽĚĽŰŤĚĂĎ ŇŃŹ ŮĞŹŐ ŔŽĚŘ ĎĘ ĽĚĹĽĄ ŇŹ ĄĚŹĽĞ ⟨a, b, c⟩ ĎŹŇŹĎ ŽĚĽŇĂŐŹĎ ŽĚĽŰŤĚĂĎ ŸĚĄŠŹ ŔŃĽĎ ,x^ayz + xy^bz + xyz^c − xy^bz^c − x^ayz^c − x^ay^bc + x^ay^bz^c ,⟨R, R, R⟩ ĂĽĎ ⟨a, b, c⟩ ĎŹŇŹĎ ŽĚĽŘŐĽĎ ŽĚĽŰŤĚĂĎ ŸĚĄŠĚ ,⟨R, R, L⟩ -Ě ,⟨R, L, R⟩ ,⟨L, R, R⟩ ,⟨L, L, L⟩ ĂĽĎ ŊĽĂŰĚĽ ŸŹĂŃ ŊĆ ŇĄŮŽŐ ĽĚĹĽĄ ĚŽĚĂĚ ŊĽŸĆĚŚĎ ŊĚŮĽŐŇ ŚĞĽĄ ĽŸĹŐĽŚ ĽĚĹĽĄ ĎĘ .⟨L, L, R⟩ -Ě ,⟨L, R, L⟩ ,⟨R, L, L⟩ .x(yz) -Ő .ŸŤŚŐ ĂĚĎ xy ŊĆ ĘĂ ŊĽŸŤŚŐ y-Ě x ŊĂ .ĹŤŹŐ 3.4ĹŤŹŐ 3.4

ĹŤŹŐ 3.4 ĚŘĂŸŮ ŊĎĄ ŊĽŸČĚŚ ŽĚĆĚĘ {α^′, β^′} -Ě {α, β} ĚĽĎĽ .ŔŐŮŇČŃ ŊĽŸČĚŚĎ ŇŹ ŊĽŸĚČŚ-ĂŇĎ ŽĚĆĚĘĎ ŽĂ ŸČŚŘ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ .β < β^′ -Ě α = α^′ ŊĂ ĚĂ α < α^′ ŊĂ {α, β} < {α^′, β^′} ĽŃ ŸĽČĆŘ .ĆĚĘ ŇŃĄ ŊĽĽĄŸĽŐĎ ŊĽŸČĚŚŇ α^′ -Ě α ŊŹĄ α, β -Ň .ŽĽŚĽŚĄĎ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎ

ŽĽŚĽŚĄĎ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎ

ŽĽŚĽŚĄĎ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎ ĎŇ ĂŸŮŘĚ ĎĂĄĎ ĂĽĎ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎ .ŔŐŮŇČŃ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ ĞŃĚĽ ĹŤŹŐĎ ŽĽŚĽŚĄĎ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎŐ ĂŰŘŹ ĂĚĎ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ČŠŰ .ŸŤŚŐ ĂĚĎ xy ĘĂ {ρ(x), ρ(y)} < {α, β} ŊĂ x, y ŇŃŇ ŽĂ ĞĽŃĚŘ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ČŠŰ ŽĞŃĚĎ ŽŸĆŚŐĄ .ŸŤŚŐ ĂĚĎ xy ĘĂ {ρ(x), ρ(y)} = {α, β} ŊĂ x, y ŇŃŇ ŊĆ ĽŃ ĞĽŃĚŘĚ .ŽĽŚĽŚĄĎ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎ ŇŠ ŽŚŚĚĄŐĎ 3.6 ĎŐŇ (1) x_1y_2 + x_2y_1 < x_1y_1 + x_2y_2 ŊĽŇĚŮŹ ŊĎ ŊĽĂĄĎ ŽĚŘĚĽĚĚŹĎ-ĽĂ ŽŹĚŇŹ ĽŃ ŸĚŸĄ .ŊĽŘĚŐĽŚ ŸŤŚŐĄ ŇĽĞŽŘ (2) x_1y_1 − x_2y_1 > x_1y_2 − x_2y_2 (3) x_1y_1 − x_1y_2 > x_2y_1 − x_2y_2 .P_<(x_1, x_2; y_1, y_2) -Ą ŊŽĚĂ ŔŐŚŘ .P_≤(x_1, x_2; y_1, y_2) -Ą ŊŽĚĂ ŔŐŚŘĚ ŊĽŇĚŮŹ ŊĎ ŊĆ >-Ě < ŊĚŮŐĄ ≥-Ě ≤ ŊŠ ŊĽŘĚĽĚĚŹ-ĽĂ ŊŽĚĂ .P_≤-Ň ŊĆ ŔŃĚ ,P_<(x_2, x_1; y_2, y_1) -ŇĚ P_<(y_1, y_2; x_1, x_2) -Ň ŇĚŮŹ P_<(x_1, x_2; y_1, y_2) ĽŃ ŸĚŸĄ ŽŘĽĞĄŐ ≤-Ě < ĚŐŃ ŊĎ y_2-Ň y_1 ŔĽĄ P_≤(x_1, x_2; y_1, y_2) -Ě P_<(x_1, x_2; y_1, y_2) ŊĽŚĞĽĎ ŊĽŠĚĄŮ x_1, x_2 ŸĚĄŠ .ĎŐŇ 3.5ĎŐŇ 3.5

ĎŐŇ 3.5 .ŊĽŠĚĄŮ y_1, y_2 ŸŹĂŃ x_2-Ě x_1 ŔĽĄ ŊĽŚĞĽŇ ŔĽČĎ ĂĚĎ .((3)-Ě (2) ŽĚŸĚŰĎ ŸĚĂŇ) ŽĚĽĄĽĹĽĘŘŸĹĎ

.ŽĽŚĽŚĄĎ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎ ŇŠ ŽŚŚĚĄŐĎ ĎĂĄĎ ĎŐŇĎ ŽĂ ĞĽŃĚŘ ŽŠŃ :ĘĂ {ρ(x), max(ρ(y_1), ρ(y_2))} < {α, β} ŊĂ x, y_1, y_2 ŊĽŸŤŚŐŇ .3.6 ĎŐŇ3.6 ĎŐŇ

3.6 ĎŐŇ .xy_1 ≡ xy_2 ĘĂ y_1 ≡ y_2 ŊĂ .Ă .P_<(x, x^R; y_1, y_2) -Ě P_<(x^L, x; y_1, y_2) ĘĂ y_1 < y_2 ŊĂ .Ą .P_≤(x, x^R; y_1, y_2) -Ě P_≤(x^L, x; y_1, y_2) ĘĂ y_1 ≤ y_2 ŊĂ .Ć .x, y_1, y_2 ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ ČĞĽ ĎŐŇĎ ĽŮŇĞ ŽĂ ĞĽŃĚŘ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ ŽĚĽŘŐĽĎ ŽĚĽŰŤĚĂĎŐ ŔĹŮ xy_1 -Ź ŁŃ ŊŹŇ ĞĽŃĚĎŇ ĽČ 2.33 ĽŤŇ .xy_1 ≤ xy_2 ĽŃ ĞĽŃĚĎŇ ĽČ ĎĞŘĎĄ ĎĽŸĹŐĽŚĎ ŸĚĂŇ .Ă xy_1, xy_2 ŽĽŚĽŚĄĎ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎ ĽŤŇŹ ŊĚŹŐ ŽĂĘĚ ,xy_2 -Ő ŽĚŘĹŮ xy_1 ŇŹ ŽĚĽŇĂŐŹĎ ŽĚĽŰŤĚĂĎŹĚ xy_2 ŇŹ .ŊĽĂĄĎ ŽĚŘĚĽĚĚĽŹĎ-ĽĂ ŽŠĄŸĂ ŽĂ ĞĽŃĚĎŇ ĚŘĽŇŠ ŔŃŇ .ŊĽŸŤŚŐ ŊĎ ŊĎŇŹ ŽĚĽŰŤĚĂĎĚ (1) xy_1 < x^Ly_2 + xy^R_2 − x^Ly^R_2 (2) xy_1 < x^Ry_2 + xy^L_2 − x^Ry^L_2 (3) x^Ly_1 + xy^L_1 − x^Ly^L_1 < xy_2 (4) x^Ry_1 + xy^R_1 − x^Ry^R_1 < xy_2 .ČĞĂŇ ČĞĂ ĚŇĂ ŽĚŘĚĽĚĚĽŹ-ĽĂĄ ŇŤĹŘ ĎĘ ŔĚĽĚĚĽŹ-ĽĂĄ x^Ly_2 ŽĂ ŞĽŇĞŘ ŊĂĚ ,x^Ly_1 = x^Ly_2 ŊĽĽŮ ’Ă ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎ ĽŤŇ .x^Ly_2 ŸĄĚĞŐĎ ŠĽŤĚŐ (1)-Ą ŽĞŘĎ ĽŤŇ ŊĽĽŮ ĎĘ ŔĚĽĚĚĽŹ-ĽĂ ,y_1 = y_2 < y^R_2 -Ź ŔĚĚĽŃŐĚ ,P_<(x^L, x; y_1, y^R_2 ) ŽĂ ŇĄŮŘ ŞĆĂŇ ŞĆĂŐ ŸĽĄŠŘĚ x^Ly_1 -Ą .’Ą ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ĎĘ ŔĚĽĚĚĽŹ-ĽĂĄ x^Ry_2 ŽĂ ŞĽŇĞŘ ŊĂĚ ,x^Ry_1 = x^Ry_2 ŊĽĽŮ ’Ă ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎ ĽŤŇ .x^Ry_2 ŸĄĚĞŐĎ ŠĽŤĚŐ (2)-Ą ŽĞŘĎ ĽŤŇ ŊĽĽŮ ĎĘ ŔĚĽĚĚĽŹ-ĽĂ ,y^L_2 < y_2 = y_1 -Ź ŔĚĚĽŃŐĚ ,P_<(x, x^R; y^L_2 , y_1) ŽĂ ŇĄŮŘ ŞĆĂŇ ŞĆĂŐ ŸĽĄŠŘĚ x^Ry_1 -Ą .’Ą ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ĎĘ ŔĚĽĚĚĽŹ-ĽĂĄ x^Ly_1 ŽĂ ŞĽŇĞŘ ŊĂĚ ,x^Ly_1 = x^Ly_2 ŊĽĽŮ ’Ă ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎ ĽŤŇ .x^Ly_1 ŸĄĚĞŐĎ ŠĽŤĚŐ (3)-Ą ŽĞŘĎ ĽŤŇ ŊĽĽŮ ĎĘ ŔĚĽĚĚĽŹ-ĽĂ ,y^L_1 < y_1 = y_2 -Ź ŔĚĚĽŃŐĚ ,P_<(x^L, x; y^L_1 , y_2) ŽĂ ŇĄŮŘ ŞĆĂŇ ŞĆĂŐ ŸĽĄŠŘĚ x^Ly_2 -Ą .’Ą ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ĎĘ ŔĚĽĚĚĽŹ-ĽĂĄ x^Ry_1 ŽĂ ŞĽŇĞŘ ŊĂĚ ,x^Ry_1 = x^Ry_2 ŊĽĽŮ ’Ă ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎ ĽŤŇ .x^Ry_1 ŸĄĚĞŐĎ ŠĽŤĚŐ (4)-Ą ŽĞŘĎ ĽŤŇ ŊĽĽŮ ĎĘ ŔĚĽĚĚĽŹ-ĽĂ ,y_2 = y_1 < y^R_1 -Ź ŔĚĚĽŃŐĚ ,P_<(x, x^R; y_2, y^R_1 ) ŽĂ ŇĄŮŘ ŞĆĂŇ ŞĆĂŐ ŸĽĄŠŘĚ x^Ry_2 -Ą .’Ą ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ .y_1 ≤ y^L_2 < y_2 ĚĂ y_1 < y^R_1 ≤ y_2 ,2.33 ĽŤŇ ,ŊĽĽŮ y_1 < y_2 -Ź ŔĚĚĽŃŐ .Ą P_<(x^L, x; y_1, y^R_1 ) ĽŃ ĞĽŃĚĎŇ ,3.5 ĽŤŇ ,ĽČ P_<(x^L, x; y_1, y_2) ŽĂ ĞĽŃĚĎŇ ĽČŃ .y_1 < y^R_1 ≤ y_2 ĽŃ ĞĽŘŘ .(1) ŞĆĂŇ ŞĆĂŐ ŊĽŸĽĄŠŐŹŃ .ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎ ĽŤŇ ŊĽĽŮ P_≤(x^L, x; y^R_1 , y_2) .P_≤(x^L, x; y^R_1 , y_2) -Ě ŠĄĚŘ ĎĘĚ ,ĚŇŹ ŽĽŘŐĽ ĎĽŰŤĚĂŐ ŔĹŮ xy_1 -Ź ŸŐĚĂ ĎĘĚ ,xy_1 < x^Ly_1 + xy^R_1 − x^Ly^R_1 ŊĽŇĄŮŐ P_<(x^L, x; y_1, y^R_1 ) -Ą .ŸŤŚŐ ĂĚĎ xy_1 -Ź ŽĽŚĽŚĄĎ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎŐ ŸŐĚĂĎ x^Ry_1 + xy^R_1 − x^Ry^R_1 < xy_1 ŔĚĽĚĚĽŹĎ-ĽĂ ŽĂ ŊĽŇĄŮŐ ŞĚŚĄĚ ŔŤĚĂ ĚŽĚĂĄ ŊĽĞĽŃĚŐ P_<(x, x^R; y_1, y_2) ŽĂ .ĚŇŹ ŽĽŇĂŐŹ ĎĽŰŤĚĂŐ ŇĚČĆ xy_1 -Ź ĽŃ ĞĽŃĚĎŇ ,3.5 ĽŤŇ ,ĽČ P (x^L, x; y_1, y_2) ŽĂ ĞĽŃĚĎŇ ĽČŃ .y_1 ≤ y^L_2 < y_2 ĽŃ ĞĽŘŘ ŽŠŃ .(2) ŞĆĂŐ ŊĽŸĽĄŠŐŹŃ .ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎ ĽŤŇ ŊĽĽŮ P_≤(x^L, x; y_1, y^L_2 ) .P_<(x^L, x; y^L_2 , y_2) -Ě P_≤(x^L, x; y_1, y^L_2 ) ĎĽŰŤĚĂŐ ŇĚČĆ xy_2 -Ź ŸŐĚĂĎ x^Ly_2 + xy^L_2 − x^Ly^L_2 < xy_2 ŔĚĽĚĚĽŹĎ-ĽĂ ŽĂ ŊĽŇĄŮŐ P (x^L, x; y^L_2 , y_2) -Ą ŞĆĂŇ .ŸŤŚŐ ĂĚĎ xy_2 -Ź ŽĽŚĽŚĄĎ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎŐ ŠĄĚŘ ĎĘĚ ,ĚŇŹ ŽĽŇĂŐŹ ĎĘĚ ,xy_2 < x^Ry_2 + xy^R_2 − x^Ry^L_2 ŔĚĽĚĚĽŹĎ-ĽĂ ŽĂ ŊĽŇĄŮŐ ŞĚŚĄĚ ŔŤĚĂ ĚŽĚĂĄ ŊĽĞĽŃĚŐ P_<(x, x^R; y_1, y_2) ŽĂ .ĚŇŹ ŽĽŘŐĽ ĎĽŰŤĚĂŐ ŔĹŮ xy_2 -Ź ŸŐĚĂ P_≤(x^L, x; y_1, y_2) -Ź ĽĂČĚĚĄĚ ,P_<(x, x^R; y_1, y_2) -Ě P_<(x^L, x; y_1, y_2) ,’Ą ĽŤŇ ,ĘĂ y_1 < y_2 ŊĂ .Ć ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎŐ ŠĄĚŘĎ x^Ly_1 = x^Ly_2 ŔĚĽĚĚĽŹĎ ŔŐ ŠĄĚŘ P_≤(x^L, x; y_1, y_2) ĘĂ y_1 = y_2 ŊĂ .P_≤(x, x^R; y_1, y_2) -Ě .P_≤(x, x^R; y_1, y_2) -Ň ŚĞĽĄ ŔŃĚ ,’Ă-Ő ŠĄĚŘĎ xy_1 = xy_2 ŔĚĽĚĚŹĎ ŔŐĚ ĄĚŽŃŘ ŊĽŘŽŹŐ u, v-Ě ŊĽŠĚĄŮ x, y-Ą ŮĚŚŠŘŹ ŔŃĽĎĚ ,f_{x,y}(u, v) = xv + yu − uv ŔŐŚŘ .f_{x,y}(u, v) ŔĚŐĽŚĎ 3.7 f_{x,y}(u, v) ŔĚŐĽŚĎ 3.7 .f_{x,y}(u, v) ŊĚŮŐĄ f(u, v)

21 ŮĚŇĽĞĚ ŇŤŃ :’Ć ŮŸŤ 2002 ŸĄŐĄĚŘĄ 19

.xy = {f(x^L, y^L), f(x^R, y^R) | f(x^L, y^R), f(x^R, y^L)} ŊĽĽŮ ĎĘ ŔĚŐĽŚĄ .f_{x,y}(u, v) < f_{x,y}(u, w) ĞĚŽĽŤŐ ŽĚŸĽŹĽ ŇĄŮŽŐŹ ĽŤŃ ,P_<(u, x; v, w) ŊŊĂ f_{x,y}(u, v) < f_{x,y}(u, w) :ŊĽĽŮ :ŁŃ ’Ć-Ě ’Ą3.6 ŽĂ ĞŚŘŇ ŸŹŤĂ ŁŃŐ ĎĂŰĚŽŃ ŊĆĚ ,z ŇŹ ĎŇĚŠ ĎĽŰŮŘĚŤ ĂĽĎ f_{x,y}(x^L, z) ŸŐĚŇŃ ,f_{x,y}(x^L, y_1) < f_{x,y}(x^L, y_2) ĘĂ y_1 < y_2 ŊĂ .Ą ČĚŠ ŇŃ ŽĂĘ ŇŃĚ ,z ŇŹ ŽČŸĚĽ ĎĽŰŮŘĚŤ ĂĽĎ f_{x,y}(x^R, z) ŸŐĚŇŃ ,f_{x,y}(x^R, y_1) < f_{x,y}(x^R, y_2) .{ρ(x), ρ(z)} < {α, β} ČĚŠ ŇŃ ŽĂĘĚ ,z ŇŹ ŽČŸĚĽ ĎĽŰŮŘĚŤ ĂĽĎ f_{x,y}(z, y^R) -Ě z ŇŹ ĎŇĚŠ ĎĽŰŮŘĚŤ ĂĽĎ f_{x,y}(z, y^L) ŔŃ ĚŐŃ .{ρ(y), ρ(z)} < {α, β} ŽĚĽŰŮŘĚŤ ŔĎ f_{x,y}(z, y^R) -Ě ,f_{x,y}(z, y^L) ,f_{x,y}(x^R, z) ,f_{x,y}(x^L, z) ŽĚĽŰŮŘĚŤĎ ŸŐĚŇŃ ,< ŊĚŮŐĄ ≤ ŊŠ ’Ą ĚŐŃ .Ć .z-Ą ŽĚŇĽŮŹŇ ŽĚŹĽČĂ ĚŘĽŇŠŹ ĎŐ ŇŃ ŔŃŇ .ŊĽŸŤŚŐ ŔĎ xy ŇŹ ŽĚĽŰŤĚĂĎ ŇŃ ,ŽĽŚĽŚĄĎ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎ ĽŤŇ ,ĽŃ ŸĚŸĄ .3.4 ŽĞŃĚĎ ŁŹŐĎ3.4 ŽĞŃĚĎ ŁŹŐĎ

3.4 ŽĞŃĚĎ ŁŹŐĎ ŽŠĄŸĂ ŽĂ ĞĽŃĚĎŇ ĚŘĽŇŠ ŁŃ ŊŹŇĚ ,xy ŇŹ ŽĚĽŘŐĽĎ ŽĚĽŰŤĚĂĎŐ ŽĚŘĹŮ xy ŇŹ ŽĚĽŇĂŐŹĎ ŽĚĽŰŤĚĂĎŹ ĂĚĎ ĞĽŃĚĎŇ .ŊĽĂĄĎ (4) ČŠ (1) ŽĚŘĚĽĚĚŹĎ-ĽĂ .x ŇŹ ,ŽĚĚŹ ĂŮĚĚČ ĚĂŇ ,ŽĚĽŇĂŐŹ ŽĚĽŰŤĚĂ ĽŽŹ ŔĎ x^L_{∗∗}-Ě x^L_∗ -Ź ŔŃĽĎ ,f(x^L_∗ , y^L) < f(x^L_{∗∗}, y^R) (1) .f ŽĚŘĚŃŽ ĽŤŇ ŊĽŐĽĽŮĎ ,f(x^L_∗ , y^L) ≤ f(x^L_{∗∗}, y^L) < f(x^L_{∗∗}, y^R) ŽĚŘĚĽĚĚŹĎ-ĽĂŐ ŠĄĚŘ (1) ĘĂ x^L_∗ ≤ x^L_{∗∗} ŊĂ .f ŽĚŘĚŃŽ ĽŤŇ ŊĽŐĽĽŮĎ ,f(x^L_∗ , y^L) < f(x^L_∗ , y^R) ≤ f(x^L_{∗∗}, y^R) ŽĚŘĚĽĚĚŹĎ-ĽĂŐ ŠĄĚŘ (1) ĘĂ x^L_{∗∗} ≤ x^L_∗ ŊĂ .y ŇŹ ,ŽĚĚŹ ĂŮĚĚČ ĚĂŇ ,ŽĚĽŇĂŐŹ ŽĚĽŰŤĚĂ ĽŽŹ ŔĎ y^L_{∗∗}-Ě y^L_∗ -Ź ŔŃĽĎ ,f(x^L, y^L_∗ ) < f(x^R, y^L_{∗∗}) (2) .f ŽĚŘĚŃŽ ĽŤŇ ŊĽŐĽĽŮĎ ,f(x^L, y^L_∗ ) ≤ f(x^L, y^L_{∗∗}) < f(x^R, y^L_{∗∗}) ŽĚŘĚĽĚĚŹĎ-ĽĂŐ ŠĄĚŘ (2) ĘĂ y^L_∗ ≤ y^L_{∗∗} ŊĂ .f ŽĚŘĚŃŽ ĽŤŇ ŊĽŐĽĽŮĎ ,f(x^L, y^L_∗ ) < f(x^R, y^L_∗ ) ≤ f(x^R, y^L_{∗∗}) ŽĚŘĚĽĚĚŹĎ-ĽĂŐ ŠĄĚŘ (2) ĘĂ y^L_{∗∗} ≤ y^L_∗ ŊĂ .y ŇŹ ,ŽĚĚŹ ĂŮĚĚČ ĚĂŇ ,ŽĚĽŘŐĽ ŽĚĽŰŤĚĂ ĽŽŹ ŔĎ y^R_{∗∗}-Ě y^R_∗ -Ź ŔŃĽĎ ,f(x^R, y^R_∗ ) < f(x^L, y^R_{∗∗}) (3) .f ŽĚŘĚŃŽ ĽŤŇ ŊĽŐĽĽŮĎ ,f(x^R, y^R_∗ ) < f(x^L, y^R_∗ ) ≤ f(x^L, y^R_{∗∗}) ŽĚŘĚĽĚĚŹĎ-ĽĂŐ ŠĄĚŘ (3) ĘĂ y^R_∗ ≤ y^R_{∗∗} ŊĂ .f ŽĚŘĚŃŽ ĽŤŇ ŊĽŐĽĽŮĎ ,f(x^R, y^R_∗ ) ≤ f(x^R, y^R_{∗∗}) < f(x^L, y^R_{∗∗}) ŽĚŘĚĽĚĚŹĎ-ĽĂŐ ŠĄĚŘ (3) ĘĂ y^R_{∗∗} ≤ y^R_∗ ŊĂ .x ŇŹ ,ŽĚĚŹ ĂŮĚĚČ ĚĂŇ ,ŽĚĽŘŐĽ ŽĚĽŰŤĚĂ ĽŽŹ ŔĎ x^R_{∗∗}-Ě x^R_∗ -Ź ŔŃĽĎ ,f(x^R_∗ , y^R) < f(x^R_{∗∗}, y^L) (4) .f ŽĚŘĚŃŽ ĽŤŇ ŊĽŐĽĽŮĎ ,f(x^R_∗ , y^R) < f(x^R_∗ , y^L) ≤ f(x^R_{∗∗}, y^L) ŽĚŘĚĽĚĚŹĎ-ĽĂŐ ŠĄĚŘ (4) ĘĂ x^R_∗ ≤ x^R_{∗∗} ŊĂ .f ŽĚŘĚŃŽ ĽŤŇ ŊĽŐĽĽŮĎ ,f(x^R_∗ , y^R) ≤ f(x^R_{∗∗}, y^R) < f(x^R_{∗∗}, y^L) ŽĚŘĚĽĚĚŹĎ-ĽĂŐ ŠĄĚŘ (4) ĘĂ x^L_{∗∗} ≤ x^L_∗ ŊĂ .x_1y ≡ x_2y ĘĂ x_1 ≡ x_2 ŊĂ .Ă .ĹŤŹŐ 3.8ĹŤŹŐ 3.8

ĹŤŹŐ 3.8 .x_1y_2 + x_2y_1 < x_1y_1 + x_2y_2 ŸŐĚŇŃ ,P_<(x_1, x_2; y_1, y_2) ĘĂ y_1 < y_2 -Ě x_1 < x_2 ŊĂ .Ą .x_1y_2 + x_2y_1 ≤ x_1y_1 + x_2y_2 ŸŐĚŇŃ ,P_≤(x_1, x_2; y_1, y_2) ĘĂ y_1 ≤ y_2 -Ě x_1 ≤ x_2 ŊĂ .Ć ŇŃŇ ŔĚŃŘ 3.6-Ą ĄĚŽŃĎ ŔŃŇĚ ,α, β ŇŃŇ ŽŐĽĽŮ 3.6 ČĚŚĽĄŹ ŽĽŚĽŚĄĎ ĎĞŘĎĎ ĘĂ 3.4 ĹŤŹŐ ŽĂ ĚŘĞŃĚĎŹŐ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ .ŔŐŮŇČŃ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ ČĞĽ ĞĽŃĚŘ ’ĆĚ ’Ą ŽĂ .ĞŃĚŐ ’Ă ŔŃŇ .x, y_1, y_2 .y_1 ≤ y^L_2 < y_2 ĚĂ y_1 < y^R_1 ≤ y_2 ŊĽĽŮ ĘĂ y_1 < y_2 -Ź ŔĚĚĽŃŐ .’Ą .P_≤(x_1, x_2; y^R_1 , y_2) -ŐĚ P_<(x_1, x_2; y_1, y^R_1 ) -Ő ŠĄĚŘ P_<(x_1, x_2; y_1, y_2) ĎĘ ĎŸŮŐĄ .y_1 < y^R_1 ≤ y_2 .(1) .ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎŐ ŠĄĚŘ P_≤(x_1, x_2; y^R_1 , y_2) -Ě ,’Ą3.6-Ą ĞŃĚĎ ŸĄŃ P_<(x_1, x_2; y_1, y^R_1 ) .P_<(x_1, x_2; y^L_2 , y_2) -ŐĚ P_≤(x_1, x_2; y_1, y^L_2 ) -Ő ŠĄĚŘ P_<(x_1, x_2; y_1, y_2) ĎĘ ĎŸŮŐĄ .y_1 ≤ y^L_2 < y_2 .(2) .’Ą3.6-Ą ĞŃĚĎ ŸĄŃ P_<(x_1, x_2; y^L_2 , y_2) -Ě ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎŐ ŠĄĚŘ P_≤(x_1, x_2; y_1, y^L_2 ) .3.6 ŽĞŃĚĎĄ ĚŐŃ ,’Ă ŽŸĘŠĄ ’Ą-Ő ŠĄĚŘ .Ć .’Ą3.8 ĽŤŇ ŊĽĽŮĎ ,P (0, x; 0, y) -Ő ŠĄĚŘ ĎĘ :ĎĞŃĚĎ .ĽĄĚĽĞ xy ŊĆ ĘĂ ŊĽĽĄĚĽĞ y -Ě x ŊĂ .ĹŤŹŐ 3.9ĹŤŹŐ 3.9

ĹŤŹŐ 3.9 ĚŘŇ ŔĽĂĚ ĹŠŐŃ ŁŇĽĂĚ ŔĂŃŐ .ŸĚČŚ ŽĚŐŇŹ ŊĚĞŽ ŊĽĚĚĎŐ ŊĽŸŤŚŐĎ ŇŹ ŽĚŇĽŮŹĎ ŽĚŮŇĞŐŹ ĚŘŇĄŮ ĎĘ ĄŇŹĄ ŊĽŐŠŤŇĚ ŸŤŚŐŇ ŔĚĚŃŽŘ ŊĽŐŠŤŇ ŸŤŚŐ ŇŠ ŸĄČŘ ŸŹĂŃĚ ,ĚŇŹ ŽĚŇĽŮŹĎ ŽŮŇĞŐ ŔĽĄŇ ĚŐŰŠ ŸŤŚŐĎ ŔĽĄ ĎŘĞĄĂĄ ŁŸĚŰ ĚĂ ,ŹŐŐ ŸŤŚŐ ĚŽĚĂ ŊĎ y-Ě x-Ź ŁŃŇ ŊĽŘĚĚŃŽŐ ĚŘĂŹ ŔŃŽĽĽ x = y ŸŐĂŘ ŸŹĂŃ ŁŃ .ĚŇŹ ŽĚŇĽŮŹĎ ŽŮŇĞŐŇ ŮĚĽČĄ ĚĎĘ .ŊĽŘĚĚŃŽŐ ĚŘĂ ĎŐŇ ŸŹŮĎĎ ŔŐ ŸĚŸĄ ĎĽĎĽ ČĽŐŽ .x ≡ y ŮŸ ŊĽĽŮĚ ŽĚĚŹ ŊĎŇŹ ŽĚŇĽŮŹĎ ŽĚŮŇĞŐŹ ŽĚŮŇĞŐ ŇŠ ŊĽŸĄČŐ ĚŘĂ^2_4 -Ň ĎĚĚŹ^1_2 -Ź ŊĽŸŐĚĂ ĚŘĂŹŃ .ŊĽŸĄŹ ŇŠ ŊĽŸĄČŐ ĚŘĂ ŸŹĂŃ ŊĽŇĽĆŸ ĚŘĂ ĚŇ ŊĽŘĽĽŘŠĎ ĄŰŐ .ŹŐŐ ŸĄŹŇ ŊĽŘĚĚŃŽŐ ĚŘĂ ŊŰŐĚŰŐ ŸĄŹ ĂĚĎ^1_2 -Ź ŊĽŸŐĚĂ ĚŘĂŃĚ ,ĚŇĂ ŊĽŸĄŹ ŇŹ ŽĚŇĽŮŹĎ

.{0, 1, 2, . . . | . . . ,^ω_3 ,^ω_2 , ω} ĽŃ ĞŃĚĎ .ŇĽĆŸŽ 3.9.1ŇĽĆŸŽ 3.9.1

ŇĽĆŸŽ 3.9.1 .ŸĚČŚ ĎČŹ ŊĽĚĚĎŐ ŊĽŸŤŚŐĎŹ ĞĽŃĚĎŇ ĽČŃ ŮĚŇĽĞĄ ŇĚŤĽĹŇ ŹĆĽŘ ŽŠŃ .ĽĄĚĽĞ ĂĚĎ ŸĞĂ x^L ŇŃĚ x^L-Ď ČĞĂ ĂĚĎ 0 ĚĄ x ŸŤŚŐŇ ŇĚŮŹ ĽĄĚĽĞ y ŇŃ .ĎŐŇ 3.10ĎŐŇ 3.10

ĎŐŇ 3.10 ĂĚĎ x-Ź ŸĚŸĄ .ŊĽĽĄĚĽĞĎ ŊĽ-y^L-ĎĚ 0 ŔĎ ŽĚĽŇĂŐŹĎĚ ŊĽ-y^R-Ď ŔĎ ĚŇŹ ŽĚĽŘŐĽĎ ŽĚĽŰŤĚĂĎŹ ŮĞŹŐĎ x ĽĎĽ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ .y-Ň ĎĚĚŹ ĂĚĎ ’Ą2.34 ĽŤŇĚ ,ŸŤŚŐ .ŸĚČŚ ĎČŹ ŊĽĚĚĎŐ ŊĽŸŤŚŐĎ .ĹŤŹŐ 3.11

ĹŤŹŐ 3.11 ŽĂĘ ŊĽŹĚŠ ĚŘĂ .3.10-Ą ŸŃĘŘŃ ĂĚĎ x-Ź ĞĽŘĎŇ ŊĽŇĚŃĽ ĚŘĂĚ ,ĽŃŤĚĎ ŹĽ ĽĄĚĽĞ x ŸŤŚŐ ŇŃŇŹ ĞĽŃĚĎŇ ĽČŹ ŔĄĚŐŃ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ .ĽŃŤĚĎ ŸŤŚŐ ŹĽ ,0-Ň ĹŸŤ ,x ŇŹ ĎĽŰŤĚĂ ŇŃŇŹ ĂĽĎ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎ ŔŃŇĚ x ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ ,Y_{R,n} = ∅ ,Y_{L,n} = {0} .ŔŐŮŇČŃ ŊĽŸŤŚŐ ŇŹ ŽĚŰĚĄŮ ŇŹ Y_{R,n}-Ě Y_{L,n} ŽĚŸČŚ ĽŽŹ n ŇŠ ĎĽŚŸĚŮŸĄ ŸĽČĆŘ Y_{L,n+1} = { 0, 1 + (x^R − x)y^L_n x^R , 1 + (x^L − x)y^R_n x^L }

Y_{R,n+1} = { 1 + (x^L − x)y^L_n x^L , 1 + (x^R − x)y^R_n x^R }

.Y_{R,n} ĽŸĄĽĂ ŇŠ ŸĄĚŠ y^R_n -Ě Y_{L,n} ĽŸĄĽĂ ŇŠ ŸĄĚŠ y^L_n -Ź ŔŃĽĎ .x ŇŹ ĽŃŤĚĎĎ ĂĚĎ y ĽŃ ĞĽŃĚŘ ŁŹŐĎĄ .y = ⋃ n∈ω Y_{L,n} | ⋃ n∈ω Y_{R,n} ĎŽŠ ŸĽČĆŘ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ ĎĞŃĚĎ] .ŽĚŇĚŠ ŽĚŸČŚ ŔĎ Y_{R,n}-Ě Y_{L,n} ŔŃŇĚ ,Y_{R,n} ⊆ Y_{R,n+1} -Ě Y_{L,n} ⊆ Y_{L,n+1} n ŇŃŇ .ĎŐŇ 3.12ĎŐŇ 3.12

ĎŐŇ 3.12 .[n ŇŠ .xy^L < 1 < xy^R ŊĽĽŮ y^L, y^R ŇŃŇ .Ă ĹŤŹŐ 3.13ĹŤŹŐ 3.13

ĹŤŹŐ 3.13 .ŸŤŚŐ ĂĚĎ y .Ą .(xy)^L < 1 < (xy)^R ŊĽĽŮ (xy)^R -Ě (xy)^L ŇŃŇ .Ć .xy = 1 .Č ŇŹ ŸĄĽĂ ŇŃ .n + 1 -Ą ĎŽŠ ŇŤĹŘ ,ĽŇĂĽĄĽŸĹ ŸĄČĎ n = 0 -Ň .n ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ ,y^R_n -ŇĚ y^L_n -Ň ’Ă ŽĂ ĞĽŃĚŘ .Ă .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ ĎŘĚŹ ĎĽŰŤĚĂ ĂĚĎ x^′-Ě y^′ ∈ Y_{L,n} ∪ Y_{R,n} -Ź ŔŃĽĎ ,y^{′′} =^{1+(x′−x)y′}_{x′} ĎŸĚŰĎ ŇŠĄ ĂĚĎ ,0-Ň ĹŸŤ ,Y_{L,n+1} ∪ Y_{R,n+1} ŇĄŮŽĽ ŔĂŃŐ .1 − xy^{′′} =^{x′−x−(x′−x)xy′}_{x′} =^{(x′−x)(1−xy′)}_{x′} ŔŃŇĚ ,xy^{′′} =^{x+(x′−x)xy′}_{x′} ŇĄŮŽŐ ŔĂŃŐ .x ŇŹ 0-Ő x^′ = x^R ŸŹĂŃ ŇĄŮŽŐĎ Y_{L,n+1} ŇŹ ŸĄĽĂĎ ĂĚĎ y^{′′} ŊĂ ŇŹŐŇ .’Ă ŽĂ ŊĽĽŮŐ y^{′′} ŊĆ ĘĂ ’Ă ŽĂ ŊĽĽŮŐ y^′ ŊĂŹ 1 − xy^{′′} ŔŃŇĚ ĽĄĚĽĞ x^′ − x = x^R − x ŊĆĚ ĽĄĚĽĞ 1 − xy^′ ŔŃŇĚ xy^′ < 1 ,ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎ ĽŤŇ ,ĘĂ y^′ ∈ Y_{L,n} -Ě .ĽĄĚĽĞ .y^L < y^R ČĽŐŽ ŊĽĽŮ ’Ă ĽŤŇĚ ,ŊĽŸŤŚŐ ŔĎ y ŇŹ ŽĚĽŰŤĚĂĎ ŇŃŹ ŠĄĚŘ x ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎŐ .Ą ŔŃĽĎ ,1 + x^′(y − y^{′′}) -Ń ĎŽĚĂ ĄĚŽŃŇ ŸŹŤĂĚ ,x^′y + xy^′ − x^′y^′ ĂĽĎ xy ŇŹ ĎĽŰŤĚĂ ŇŹ ŽĽŇŇŃĎ ĎŸĚŰĎ .Ć x^′ = x^R ĚĂ y^′ = y^L -Ě x^′ = x^L xy ŇŹ ŽĽŇĂŐŹ ĎĽŰŤĚĂ ŸĚĄŠ .’Ă ŽĞŃĚĎĄ ĚŘĽĂŸŹ ĽŤŃ y ŇŹ ĎĽŰŤĚĂ ĂĽĎ y^{′′} -Ź ŽĽŇĂŐŹĎ ĎĽŰŤĚĂĎ ĘĂ x^′ ≠ 0 ŊĂĚ ĽŇĽŇŹ y −y^{′′} ĘĂĚ y ŇŹ y^{′′} ŽĽŘŐĽ ĎĽŰŤĚĂ ŊĽŠĄĚŮ ĚŇŇĎ ŊĽŸŮŐĎ ĽŘŹ .y^′ = y^R -Ě ĂĚĎ x^′y + xy^′ − x^′y^′ -Ě y^L ĂĚĎ y^′-Ě x^L ĂĚĎ x^′ ĘĂ x^′ = 0 ŊĂ .ŹŸČŘŃ ,1-Ő ĎŘĹŮ ĂĽĎ xy ŇŹ 1 + x^′(y − y^{′′}) .’Ă ĽŤŇ 1-Ő ŔĹŮ ĂĚĎŹ xy^L .ĎŐĚČ ĂĚĎ xy ŇŹ ŽĚĽŘŐĽĎ ŽĚĽŰŤĚĂĄ ŇĚŤĽĹĎ ŽĚĽŰŤĚĂĎ ŔĽĄ ŽĂŰŐŘ ĎŘĽĂ ,1 ŇŹ ĎČĽĞĽĎ ĎĽŰŤĚĂĎ ĂĽĎŹ ,0-Ź ČĚŠĄ ,xy ŇŹ ŽĚĽŰŤĚĂĎ ŔĽĄ ĂŰŐŘ 1 ’Ć ĽŤŇ .Č .xy = 1 ,ŊĽĽŘĽĄĎ ĹŤŹŐ ĽŤŇ ,ŔŃŇ .xy ŇŹ ŽĽŇĂŐŹ ĎĽŰŤĚĂ ĚŐŰŠ ĂĚĎ ĽŃ xy ŇŹ ŊĽŸŤŚŐĎ ŇŹ Q ŸĚČŚĎ ĎČŹĎ ŇŹ ČĽĞĽ ŔĚŃĽŹ ŊĽĽŮ ĘĂ .ŸĚČŚ ĎČŹ S ĽĎĽ .ŸĚČŚ ĎČŹĄ ŊĽĽŇŘĚĽŰŸĎ ŔĚŃĽŹ 3.14

ŸĚČŚ ĎČŹĄ ŊĽĽŇŘĚĽŰŸĎ ŔĚŃĽŹ 3.14 .S ĎČŹĄ ŊĽĽŇŘĚĽŰŸĎ ĎĘĎ ŔĚŃĽŹĎ ŽŇĄĆĎ .ĽĽĚĚŘĚŮ ĽŸŤŚŐĄ ŊĽĽŇŘĚĽŰŸĎ ŇŹ ČĽĞĽ ŔĚŃĽŹ ŊĽĽŮ 3.14 ĽŤŇ .ĽĽĚĚŘĚŮ ĽŸŤŚŐĄ ŊĽĽŇŘĚĽŰŸĎ ŔĚŃĽŹ 3.15

ĽĽĚĚŘĚŮ ĽŸŤŚŐĄ ŊĽĽŇŘĚĽŰŸĎ ŔĚŃĽŹ 3.15 ŊĽŐŇŹĎ ŇŹ ŔĚŃĽŹĎ .2.40 ĽŤŇ ŊĽĽŮĎ ,ĽĽĚĚŘĚŮ ĽŸŤŚŐĄ ŊĽŐŇŹĎ ŇŹ ŽĽŸĚĄĽĞĎ ĎŸĚĄĞĎ ŇŹ ČĽĞĽĎ ŔĚŃĽŹĎ ĂĽĎ ŊĽŐŇŹŇ ŔŐŚŇ ŊĽŇĚŃĽ ĚŘĂ ŔŃŇ .2.39-Ą ĎŸČĆĚĎŹ^∗ ĎŮŽŠĎĎ ŊŠ ŊĽĽŠĄĹĎ ŇŠ ČŃŇŽŐ ĂĚĎ ĽŃ^∗-Ą 2.45-Ą ŔŐĚŚ ĽĽĚĚŘĚŮ ĽŸŤŚŐĄ ŊĎĽŽĚŘĚŐŽ ŊŠ ŊĽĽŇŘĚĽŰŸĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŽĂ ĎĎĘŘ ŇŇŃ ŁŸČĄ ŇĄĂ ,^∗-Ą ĽĽĚĚŘĚŮ ĽŸŤŚŐĄ ŊĽĽŇŘĚĽŰŸĎ ŇŹ ŔĚŃĽŹĎ ŽĂ ŊĆ .^∗-Ą ŹĚŐĽŹŇ ŮŮČĘŘ ĂŇ ŔŃŇĚ