ŊĽŸŤŚŐĚ ŊĽŮĞŹŐ :’Ą ŮŸŤ

ŮĞŹŐ ĎŇĽŐĄ ČĞĂ ŹĚŐĽŹ .ĎĘ ĆŹĚŐŇ ĽĄŮĽŠ ĞĚŘĽŐ ŽŚŘŃĎĄ ŇĽĞŽŘ ŔŃŇĚ ŽĽŠŐŹŐ-ĚČ ĂĽĎ ŮĞŹŐ ĎŇĽŐĎ .ŊĽŮĞŹŐ 2.1ŊĽŮĞŹŐ 2.1

ŊĽŮĞŹŐ 2.1 ŹĚŐĽŹĎ .ŮĞŹŐ ĽŮĚĞĚ ŮĞŹŐ ĽŇŃ ĚŇ ŹĽŹ ŮĞŹŐŇ ĂĽĎ ĎŘĚĚŃĎ ĘĂĚ ,ĹŐĞŹĎ ŮĞŹŐ ŇŠ ŊĽŸĄČŐ ĚŘĂ ŸŹĂŃ ,ŇŹŐŇ ,ĂĚĎ ČŠĽĽŘ ŮĞŹŐ ĞŘĚŐĎ ŽĂ .ĹŐĞŹĄ ŊŇĚŠĎ ŽĚŤĽŇĂ ŇŠ ŔĚŸĞĂĎ ŮĞŹŐĎ ŽĂ ĎĽĘĽĚĚŇĹĄ ĚŸČŹĽŹ ŊĽŸŐĚĂ ŸŹĂŃ ĂĚĎ ĽŘŹĎ ĎĽŘŹĎ ŽĚŠŐŹŐŇ .ĞŰŘŐĎ ĚĎĽŐ ŠĄŮŘ ŊĎĽŤ ŇŠĚ ŊĽŘŮĞŹĎ ŊĽŮĞŹŐ ŊĎĽŤ ŇŠ ŊĽŇŇŃŇ ŸŐĚŇŃ ,ĎŘĚŹĂŸĎ ŽĚŠŐŹŐŇ ,ŮĞŹŐĎ ĽŇŇŃ ĽŤ ŇŠ ,ŠĄŮŘ ĎŤĚŚĄŹ ŊĽŘŮĞŹ ĽŘŹ ŇŹ ŊĽČŠŰ ŽŸČĽŚ ĂĽĎ ŽĚŸĞŽ ŸŐĚŇŃ ,ŽĚŸĞŽŽĚŸĞŽ

ŽĚŸĞŽ ĞŘĚŐĎ ŽĂ ČĞĽĽŘ .ĞŰŘŐĎ ĚĎĽŐ ČĞĂ ŇŃŹ ŸŐĚŇŃ ,ŔĽĆĚŸŚŇ ŊĽŮĞŹŐĎ ŊĽŘŮĞŹ ĽŘŹ ŇŹ ŊĽŮĞŹŐ ŊĎ ŮĚŚŠŘ ŊĎĄ ŊĽŮĞŹŐĎ .ŮĞŹŐĎ ŽŸČĆĎ 2.2ŮĞŹŐĎ ŽŸČĆĎ 2.2

ŮĞŹŐĎ ŽŸČĆĎ 2.2 ĚŐŃ ĂŇŹ ,ŊĽŘŮĞŹĎ ĽŘŹŐ ČĞĂ ŇŹ ŔĚĞŰĽŘĄ ŽŐĽĽŽŚŐ ĂĽĎ ŽŐĽĽŽŚŐ ŽĚŸĞŽĎ ŸŹĂŃ .ĚŸĚŽĄ ČĞĂ ŁŇĎŐ ĎŹĚŠ ŊĎŐ ĄŃŸĚŐ ŮĞŹŐĎ .ŮĞŹŐ ŇŹ ĎŸČĆĎĄ ŊĽĄĽŃŸĎ ŽĚĽĎŇ ŊĽŃĽŸŰ ĎŐ ĎŽŠ ĎĂŸŘ .ĚŮĽŽ ŊĆ ĽŸŹŤĂ ĚĄ ,ŇŹŐŇ ,ĹŐĞŹĄ ĂĽĎ ŽĚŸĞŽĎŹ ŊĽŸŐĚĂ ĚŘĂ ŊĽĽĚŚŐ ŠĆŸĄ .ŊĽĄŰŐ ŇŹ x_1, x_2, . . . ĎŸČĽŚ ĂĽĎ ŽĚŸĞŽ .ŊĽĄŰŐ ŊĎŇ ĂŸŮŘŹ ŊĽŐŰŠŐ ĂŸŮŘ ĘĂ x ĄŰŐĄ ĂĽĎ ŽĚŸĞŽĎ ŸŹĂŃ .ĂĄĎ ĄŰŐĎ ŽĂ ŸĞĚĄ ĎĘ ĄŇŹĄ ŮĞŹŇ ĚŸĚŽŹ ŔŮĞŹĎĚ x_i ŊĽĽĚŚŐ ĄŰŐĄ ĽŤŇ y ĄŰŐŇ x ĄŰŐŐ ŸĄŠŐ ĂĚĎ ŮĞŹŐĄ ŁŇĎŐ .ĽŘŹĎ ŔŮĞŹĎ

ĽŘŹĎ ŔŮĞŹĎ

ĽŘŹĎ ŔŮĞŹĎ ĚĄĽŸĽŇĚ ,ŔĚŹĂŸĎ ŔŮĞŹĎ

ŔĚŹĂŸĎ ŔŮĞŹĎ

ŔĚŹĂŸĎ ŔŮĞŹĎ ĎĘ ĄŇŹĄ ŮĞŹŇ ĚŸĚŽŹ ŔŮĞŹŇ x ĄŰŐĄ ŔĚŹĂŸĎ ŔŮĞŹĎ ĎĽĎŹ ŔŮĞŹĎ ŔĽĆĚŸŚŇ ŊĽŮĞŹŐ ŊĽŘŮĞŹĎŹ ŔĚĚĽŃŐ .x ĄŰŐĄ ŔĚŹĂŸĎ ĂĚĎŹ ŔŮĞŹĎ ŽŸĽĞĄ .y ĄŰŐĄ ĽŘŹĎ ŔŮĞŹĎ ĂĚĎ ŔĚĚŃŐ ŞŸĆ Ľ"Š ĆŰĽĽŇ ŸŹŤĂ ĚŇŇĎ ŊĽŇŇŃĎ ŽĂ .x ĄŰŐĄ ŊĽĽŸŹŤĂĎ ŊĽŃŇĎŐĎ ŊĎŐ ŊĽŸŐĚĂ ŮĞŹŐĎ ĽŇŇŃ ŁŇĎŐ Ľ"Š) y-Ň ĄŰŐĎ ŽĂ ŸĽĄŠĎŇ ŇĚŃĽ ŔĚŹĂŸĎ ŔŮĞŹĎ x ĄŰŐĄ ŊŊĂ x → y x ĄŰŐ ŇŃŇŹ ŁŃ G = ⟨G, →⟩ ĽŽŇĞŽĎĎ ĄŰŐĎ ŽĂ ŊĆ ŊĽŠĄĚŮ ĚŘĂ ŸŹĂŃ .g^∗-Ą ĚŘŐŚŘŹ ,ŮĞŹŐĄ ĽŽŇĞŽĎĎ ĄŰŐĎ ĚĎŐ ŽŠČŇ ĚŘĽŇŠ ŔŃ ĚŐŃ .(ČČĚĄ .ŹŸĚŹ ŊŠ ŞŸĆŃ ŔĚŽŘ ŮĞŹŐĎĚ ŞŸĆĎ ŹŸĚŹ ŽĚĽĎŇ ŠĄŮŘ ĎĘ ĄŰŐ ĘĂ ŮĞŹŐĄ ŔĚĞŰŘĄ ĚĂ ,ŔĚŹĂŸĎ ŔŮĞŹĎ ŇŹ ĚŘĚĞŰŘĄ ŽŐĽĽŽŚŐ ŽĚŸĞŽĎ ŊĽŐĽĽĚŚŐ ŊĽĄŰŐĄŹ ŸŐĚĂĎ ŇŇŃŇ ŽŠŃ ŊĽŮĚŮĘ ĚŘĂ ŔŮĞŹŇ ŔĽĂ ĎĘ ĄŰŐŐŹ ĎŠĽĄŮĎ Ľ"Š x ĄŰŐĄ ČĽŚŤĎ ŔĚŹĂŸĎ ŔŮĞŹĎŹ ŔĽĽŰŇ ĂĽĎ ŁŃŇ ŠĽĆĎŇ ĎĹĚŹŤĎ ŁŸČĎ .ĚĄĽŸĽ ŽĚŹŠŇ ŊĽŇĚŃĽ ĚŘĂ ŽĂĘ ŽĂ ?ĽŘŹĎ ŔŮĞŹĎ ČĽŚŤĎ x ĄŰŐĄŹ ŠĄŮŘ ŁĽĂ .ŸĚĄ ĂĚĎ x ŽŐĚŰĎŹ ŸŐĚŇŃ ,ĽŮĚĞ ŁŇĎŐ ŊĚŹ ŔĚŹĂŸĎ ŔŮĞŹĎ ĎĘ ĎŸŮŐĄ .ĎĘŃ ĄŰŐ ĚŇ ŊĽŤĽŚĚŐ ĘĂ ŞŸĆĄ ŸĚĄ ŔĽĂ ŊĂĚ ĚĎŹŇŃ ŸĚĄ ĂĚĎ y-Ź ŔŃĽĎ ,x → y ŽŠĽĄŮ Ľ"Š .ČĽŚŤŐ ĂĚĎĚ ĽŮĚĞ ŁŇĎŐ ŔĽĂ ĽŘŹĎ (ĎĽĎŹ) ŔŮĞŹŇ ĘĂĚ y ŽĂ ŸĚĞĄŇ ĞŸŃĚŐ ŞŸĆĎ ĚŽĚĂ ŸŐĚŇŃ ,x-Ą ŇĽĞŽŐĎ ŮĞŹŐĎ ĂĚĎŹ ŮĞŹŐ ŠĄĚŮ ŮĞŹŐĄ x ĄŰŐ ŇŃ ĎĘŃ G ŮĞŹŐ ŸĚĄŠŹ ĄŇ ŊĽŹŘ .G_x-Ą ŔŐŚŘ ĎĘĎ ŮĞŹŐĎ ŽĂ .x ŹŸĚŹĎ ŊŠ ŮŸ ,G ŇŃ .ŔĞŇĚŹĎ ŇŠ ŽĚĽŮŚĽČ ŇŹ ŽĚŐĽŸŠ ĽŽŹ ŔŘŹĽ ĄŰŐ ŇŃĄ ĎĘ ŮĞŹŐĄ .ŊĽŘŊĽŘŊĽŘ ĹĚŹŤĎ ŮĞŹŐĎ ŽĂ ,ĎŐĆĚČŃ ,ĎĂŸŘ ŊĽŸŤŚŐ ĆĚĘ Ľ"Š ŸĂĚŽŐ ŊĽŘ ŇŹ ĄŰŐ .ŽĚŐŸŠĎ ŽĞĂŐ ,ŽĞĂ ŽĽŮŚĽČ ŽĚĞŤŇĚ ,ŽĚĽŮŚĽČ ŸŤŚŐ ĞŮĚŇ ,ĚŸĚŽĄ ,ŔŮĞŹ ŽĽŮŚĽČĎ ŽĂ ĞŮŇŹ ŔŮĞŹĎ ŽĚŸĞŽĄ ĞŰŘŐ .ŽĚŸĞŽĎ ŇŹ ŊĽĽĚŚŐ ŠĆŸĄ ŽĚŐŸŠĎ ĽŽŹĄ ŽĚĽŮŚĽČĎ ĽŸŤŚŐ ŊĎŹ {k, l} :Ľ"Š ŔĚŽŘ ŊĽŘ ŇŹ G ŞŸĆĎ .ĎŘĚŸĞĂĎ ĚĎŹŇŃ j < l ŸĚĄŠ {m, n} = {k, j} ĚĂ ĚĎŹŇŃ i < k ŸĚĄŠ {m, n} = {i, l} ŊŊĂ {k, l} → {m, n} .ŸĚĄ ĂĚĎ ĎĘ ĄŰŐ → ŽŸČĆĎ ĽŤŇ ĽŃ ĞŰŘŐ ĂĚĎĚ {0, 0} ĄŰŐŇ ŸĽĄŠŐ ĎŘĚŸĞĂĎ ŽĽŮŚĽČĎ ŽĂ ĞŮŇŹ ŔŮĞŹĎ ŊĂĚ ,g^∗-Ą ĎŇĽĞŽŐĎ ŞŸĆĄ ĎŇĽŚŐ ĂĽĎŹ ŊĽĄŰŐ ŇŹ ŽĽŤĚŚŘĽĂ ĚĂ ŽĽŤĚŚ ĎŸČĽŚ ,ŔŃ ŊĂ ,ĂĽĎ G ŮĞŹŐĄ ŽĚŸĞŽ ĎŇĽŚŐŇ .ŸĚĄ ŸŐĚŇŃ ,ĽŮĚĞ ŁŇĎŐ ŔĽĂ ĚĄ ĄŰŐ ŽĚĽĎŇ ĄĽĽĞ ĎĘ ĄŰŐ ĘĂ x_m ĂĚĎ ĎĄ ŔĚŸĞĂĎ ĄŰŐĎĚ ŽĽŤĚŚ ĂĽĎ ŽĚŸĞŽĎ .ŽĽŮŇĞ ŽĚŸĞŽ

ŽĽŮŇĞ ŽĚŸĞŽ

ŽĽŮŇĞ ŽĚŸĞŽ ŊŹĄ ĂŸŮŘ ŔĚŸĞĂ ŸĄĽĂŇ ŽŚĞĽĽŽŐĎ ĎŹĽŸČŇ ĹŸŤ ŽĚŸĞŽĎ ŇŹ ŽĚŹĽŸČĎ ŸĞĂ ĂŇŐŐĎ x_1, x_2, . . . .ĎŐĽĽŽŚĎ ĂŇ ŔĽĽČŠ ĽŇĚĂŹ ŽĚŸĞŽ ĂĽĎ ŽĽŮŇĞ ŽĚŸĞŽ ĽŃ ŸĚŸĄ ĂĚĎ ĄŰŐ ŇŃ ĎĘ ŮĞŹŐĄ .ĎŰĚĄŮĎ ŮĞŹŐ ĚĎĘĚ ,ŁŹŐĎĄ ŽĚĄŸ ĎĄ ŮĚŚŠŘŹ ,ŮĞŹŐ ŇŹ ĎŐĆĚČ ČĚŠ ĎŽŠ ŸĽŃĘŘ ĽŃ ČĽŚŤŐ ŔĚŹĂŸĎ ŔŮĞŹĎ ĘĂ x = ∅ ŊĂ .x ŇŹ ŸĄĽĂ ŸĞĚĄ ĂĚĎŹ ĂĚĎ ŠŰĄŐ ŔĚŹĂŸĎ ŔŮĞŹĎŹ ŁŇĎŐĎĚ x ĎŰĚĄŮ .∅ ŸĄĽĂĎ ŽŸĽĞĄ Ľ"Š ĞŰŘŇ ŇĚŃĽ ŔĚŹĂŸĎ ŔŮĞŹĎ ĘĂ ∅ ∈ x ŊĂ .ĽŮĚĞ ŁŇĎŐ ĚŇ ŔĽĂ ĆŹĚŐĄ ŁŸĚŰ ŹĽ ŁŃ ŊŹŇ .ŽĚŸĞŽĄ ĞŰŘĽ ĂĚĎŹ ĂČĚĚŇ ŊĽŘŮĞŹĎ ČĞĂ ŇĚŃĽ ĽŇŇŃ ŮĞŹŐĄ ŊĂĎ ĎŇĂŹĄ ŔĚČŘ ŽŠŃ 2.32.32.3 ŔŃŇ .ŮĞŹŐĎ ŇŹ ĄŰŐ ŇŃĄ ŠŰĄŇ ĚĽŇŠ ŁŇĎŐ ĎĘĽĂ ŔŮĞŹŇ ŽŸŐĚĂĎ ĎĽŰŮŘĚŤ ĂĽĎ ĎĽĆĹŸĹŚĂ ŸŹĂŃ ,ĎĽĆĹŸĹŚĂĎ P ŸĚŽ ŊĎĄ ŮĞŹŐĎ ŇŹ x ŊĽĄŰŐĎ ŽŰĚĄŮ ĂĚĎ ĎŐĚĞŽŹ ĎĽŰŮŘĚŤŃ G ŮĞŹŐĄ P ŔŮĞŹ ŇŹ σ ĎĽĆĹŸĹŚĂĎĽĆĹŸĹŚĂ

ĎĽĆĹŸĹŚĂ ŸĽČĆŘ

7 ŊĽŸŤŚŐĚ ŊĽŮĞŹŐ :’Ą ŮŸŤ 2002 ŸĄŐĄĚŘĄ 22

ŔŘĚĄŽŘ .x → σ(x) ŸŐĚŇŃ ,ĎĘ ĄŰŐĄ ĽŮĚĞ ŁŇĎŐ ĂĚĎ σ(x) ĎĘŃ x ĄŰŐ ŇŃŇŹ ŁŃĚ ĽŮĚĞ ŁŇĎŐ ŹĽ ŊĎĄŹĚ ŮĞŹŇ ĽĆĚĘĽĂ n ŊŠ x_n ŊĽĄŰŐĎ ŇŃ ŽĂ ŔŃĚ x_1 ŽĂ ŸĞĚĄ ĂĚĎ ĘĂ ŇĽĞŽŐĎ ŔŮĞŹĎ ĂĚĎ P ŔŮĞŹĎ ŊĂ .x_0, x_1, . . . ŽĚŸĞŽĄ p ĽĎĽ .2-Ő ŇĚČĆ ĽĆĚĘ n ŊŠ x_n ŊĽĄŰŐĎ ŇŃ ŽĂ ŔŃĚ x_2 ŽĂ ŸĞĚĄ P ĘĂ ŇĽĞŽŐĎ ŔŮĞŹĎ ĂĚĎ P ŇŹ ĄĽŸĽĎ ŊĂ .1-Ő ŇĚČĆ ŽĚŸĞŽĄ P ŇŹ ŊĽČŠŰĎ ĘĂĚ ,P ŇŹ ŔĚŹĂŸĎ ČŠŰĎ ĂĚĎ x_p-Ź ŁŃ ,2 ĚĂ 1 ŸŐĚŇŃ ,P ŇŹ ŔĚŹĂŸĎ ŁŇĎŐĎ ŇŹ ŚŮČŘĽĂĎ ĎĽĆĹŸĹŚĂĎ ĽŤŇ ŮĞĽŹ P ŔŮĞŹĎ x_0, x_1, . . . (ŽĽŮŇĞ ŽĚŸĞŽ ŇŇĚŃ) ŽĚŸĞŽĄŹ ŊĽŸŐĚĂ ĚŘĂ .x_p, x_{p+2}, x_{p+4}, . . . ŊĎ ĂĚĎ ĎŰĚŸ P ŊĂ ŽĚŸĞŽĄŹ ŔĄĚŐŃ .x_{p+2m} = σ(x_{p+2m−1}) ŊĽĽŮ ŽĚŸĞŽĄ ĂŰŐŘ x_{p+2m}-Ź ŁŃ m ≥ 0 ŇŃŇ ŊĂ σ P -Ň ŔĚĞŰĽŘ ŽĽĆĹŸĹŚĂ

ŔĚĞŰĽŘ ŽĽĆĹŸĹŚĂ

ŔĚĞŰĽŘ ŽĽĆĹŸĹŚĂ ŽĂŸŮŘ P ŇŹ σ ĎĽĆĹŸĹŚĂĎ .ŽĂĘ ŠĚŘŐŇ ŇĚŃĽ ĚŘĽĂ ĚĄĽŸĽĚ σ ĎĽĆĹŸĹŚĂĎ ĽŤŇ ŮĞŹŇ ŇĚŃĽ .ĞŰŘŐ ĂĚĎ σ ĽŤŇ ŮĞŹŐ P ĎĄ ŽĚŸĞŽ ŇŃĄ ŊĂ ŽĽĆĹŸĹŚĂ P ŔŮĞŹŇ ĎŽĽĎ ĚŇĽĂ .ŔĚĞŰĽŘ ŽĚĽĆĹŸĹŚĂ ŊĽŘŮĞŹĎ ĽŘŹŇ ŽĚĽĎŇ ŽĚŇĚŃĽ ĂŇ ŔĚŽŘ ŮĞŹŐĄŹ ŔĄĚŐŃ ,ĚŇŹ ĎĽĆĹŸĹŚĂĎ ĽŤŇ ŮĞŹŐ ŊĽŘŮĞŹĎŐ ČĞĂ ŇŃ ĎĄ ŽĚŸĞŽ ŸĽČĆĎŇ ŸŹŤĂ τ ŔĚĞŰĽŘ ŽĽĆĹŸĹŚĂ ĚĄĽŸĽŇĚ σ ŔĚĞŰĽŘ ĎŘŹĽ ŮĞŹŐ ŇŃĄ ŊĂĎ .ŔĚĞŰĽŘ ŽĚĽĆĹŸĹŚĂ ŔĎ τ -Ě σ-Ź ĚŘŽĞŘĎŇ ČĚĆĽŘĄ ĎĘĚ ,ŊĽŘŮĞŹĎ ČĞĂ ĞŰŘŐ ŽĂĘ ŽĚŸĞŽĄĚ .ŁŃ ŽĚĽĎŇ ĄĽĽĞ ĂŇ ĎĘ ŽĚĽŤĚŚŘĽĂ ŽĚĽĚŸĞŽ ĎŘŃŽŽ ŊĎĄ ŊĽŮĞŹŐĄ ?ŊĽŘŮĞŹĎ ČĞĂŇ ŔĚĞŰĽŘ ŽĽĆĹŸĹŚĂ ĞŸŃĎĄ ŮŽŸŐĚ ĄĚŹĞ ĂŹĚŘ ĂĚĎ ĚŇĂŃ ŊĽŮĞŹŐĄ ŮĚŚĽŠĎ .ŽĚŸĞŽĄ ĞŰŘŐ ĽŐ ŠĄŮŘ ČŰĽŃ ĚŘŸŐĂ ĂŇ ĚŇĽŤĂ ĚŇĂŃ ŊĽŮĞŹŐŇ .ĚĄ ŠĆĽŘ ĂŇ ŔŃŇĚ ŔĂŃ ŊĽŮŚĚŠ ĚŘĂ ĚĄ ŔĽŘŠŇ ŁĽĽŹ ĚŘĽĂ ĂĚĎ ŇĄĂ ŚŚĚĄŐ ĂĚĎ ŮĞŹŐĎ ŇŹ ŞŸĆĎŹ ŮĚĽČĄ ŸŐĚĂ ĎĘĚ ,ĄĹĽĎ ŚŚĚĄŐ ŮĞŹŐ

ĄĹĽĎ ŚŚĚĄŐ ŮĞŹŐ

ĄĹĽĎ ŚŚĚĄŐ ŮĞŹŐ ĂŸŮŘ ŽĽŤĚŚ ĂĽĎ ŽĚŸĞŽ ŇŃ ĚĄ ŮĞŹŐ ŸŽĚĽ ŽĚŸĞŽĄ ŠĽŤĚĎŇ ŇĚŃĽ ĂŇ ĄŰŐ ŇŃ ĚĄ ŸŹĂ ,ŊĽĄŰŐ ŇŹ ĽŤĚŚ ŸŤŚŐ ŇŠĄ ŸŐĚŇŃ ,ĽŤĚŚ ŮĞŹŐ ŇŃ ,ŇŹŐŇ .ĄĹĽĎ {m, n} ĽŽŇĞŽĎ ĄŰŐ ŊŠ ĚŘŸĄĽČ ŸĄŃ ĚĽŇŠŹ ŊĽŘĎ ŮĞŹŐ ĂĚĎ ĎĘŃ ŮĞŹŐŇ ĎŐĆĚČ .ĄĹĽĎ ŚŚĚĄŐ ĂĚĎ ŽĞĂ ŊŠŤŐ .ĚĎŹŇŃ ŊĽĄŰŐĎ ČĞĂ ĚŘĽĂ ĽŽŇĞŽĎĎ ĄŰŐĎ ĚĄ ŊĽŘĎ ŮĞŹŐ ŇŹŐŇ ,ŊĽĽŤĚŚ ŊŘĽĂŹ ĄĹĽĎ ŊĽŚŚĚĄŐ ŊĽŮĞŹŐ ŊĆ ŊŘŹĽ .{k, l} ĆĚĘ ŇŃŇ ŸĚĄŠŇ ŔŽĽŘ ĚŘŐŐŹĚ O-Ą ĚŘŐŚŘŹ ŹČĞ ĄŰŐ ĂŇĂ {k, l} ĂŸŮŘ ĞŰŘŐ ŊĽŘŮĞŹĎ ČĞĂ ĚĄ ŮĞŹŐŇ .G-Ą ŔĚĞŰĽŘ ŽĽĆĹŸĹŚĂ ĚŇ ŹĽ ŊĂ G ŮĞŹŐĄ ĞŰŘŐŮĞŹŐĄ ĞŰŘŐ

ŮĞŹŐĄ ĞŰŘŐ P ŔŮĞŹĎŹ ŸŐĂŘ ĽŇŐŸĚŤ ĂŇ ŔŤĚĂĄ ĎŽŠ ŔĚČŘ ŁŃ ŊŹŇ .ŠŸŃĚŐ ĂĚĎ ĄĹĽĎ ŚŚĚĄŐ ŮĞŹŐ ŇŃŹ ĞĽŃĚĎŇ ĂĽĎ ĚŘŽŸĹŐ .ŠŸŃĚŐ ŮĞŹŐŠŸŃĚŐ ŮĞŹŐ

ŠŸŃĚŐ ŮĞŹŐ ŽĂĘ ŇĂŹŘ .ĎĽĆĹŸĹŚĂĎ ĆŹĚŐŇ ŚĞĽĽŽĎŇ ĽŇĄŐ ,ŔĚŃŘ ŮĞŹĽ ĂĚĎ ŊĂ ĞŰŘŇ ŊĽŘŮĞŹĎ ĽŘŹŐ ČĞĂŇ ĞĹĄĚŐ ŊĂ ĎŇĂŹĄ ĽŘŹŐ ČĞĂŇ ĞĹĄĚŐ ŽŠŃ ŊĂĎ ŊĽĽĚŚŐ x ĄŰŐŇ ŽĚŸĞŽĄ ĚŠĽĆĎ ŊĽŘŮĞŹĎŹ ĞĽŘŘ ĂŇĂ ,ĚŇĚŃ ŮĞŹŐĎ ŸĚĄŠ ŮŸ ĂŇ x ĄŰŐĎŹ ŸŐĂŘ ,ŔĚŃŘ ŮĞŹĽ ĂĚĎ ŊĂ ,ĞŰŘŇ P ŔŮĞŹŇ ĞĹĄĚŐ x ĄŰŐĄ ŊĂ .ŔĚŃŘ ŮĞŹĽ ĂĚĎ ŊĂ ,ĞŰŘŇ ŊĽŘŮĞŹĎ ŔŮĞŹŇ ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĚĎ x ŊĂ .ŊĽŘŮĞŹŇ ŔĚĞŰĽŘ ŽĚČŐŠŇ ŊĽŠĆĚŘĎ ŊĽŇŇŃ ĽŘŹĄ ĎŽŠ ŔĽĞĄŘ .P -Ň ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĚĎ ĽŃ ,ĽŘŹĎ ŔŮĞŹĎ ĎŽŠ ĂĚĎŹ ,P -Ň ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĚĎ y ŊĆ ĘĂ ,P ŇŹ ŔĚŃŘ ŁŇĎŐ ĂĽĎ x ŇŹ y ŔĄĎ ŽŸĽĞĄĚ P ŔĚŹĂŸĎ ŽĂ ĚŘŇĄĽŮ ŁŃ .ĞĹĄĚŐ ĚŘĽĂ ĚŘĚĞŰĽŘ ĚĄ ĄŰŐŇ ĞĹĄĚŐ ĎĽĎ ĚŘĚĞŰĽŘ ĚĄ ĄŰŐŐ ŸĄŠ ĂŇ ĂĚĎ ŔĚŃŘ ŮĞĽŹ P ŊĂ .ĽŘŹĎ ŔŮĞŹŇ ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĚĎŹ y ŔĄ ĚŇ ŹĽ ĘĂ P ŔĚŹĂŸĎ ŔŮĞŹŇ ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĚĎ x ŊĂ .’Ă ŇŇŃ’Ă ŇŇŃ

’Ă ŇŇŃ ,ŔĚŹĂŸĎ ŔŮĞŹŇ ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĚŘĽĂ y ŊĂ .x ŇŹ ĚĎŹŇŃ ŔĄ ĂĚĎ y-Ě ĽŘŹĎ ŔŮĞŹŇ ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĚĎ x ĽŃ ĞĽŘŘ ŽŠŃ ĎŽŠ ĂĚĎŹ ,ĄĽŸĽĎ ŇŹ ĚŘĚĞŰĽŘ ĚĄ ŸŹĂ y ĄŰŐĎ ŽĂ ŸĚĞĄŇ P ŔĚŹĂŸĎ ŔŮĞŹĎ ŇĚŃĽ x ĄŰŐĄ ĘĂ ,P ŇŹ ĚĄĽŸĽ ĂĚĎŹ ŽĂ ĚŘŇĄĽŮ ŁŃ .ĞĹĄĚŐ ĽŘŹĎ ŔŮĞŹĎ ŇŹ ĚŘĚĞŰĽŘ x ĄŰŐĄŹ ĚŘŽĞŘĎŇ ČĚĆĽŘĄ ČŐĚŠ ĎĘĚ ,ĞĹĄĚŐ ĚŘĽĂ ,ŔĚŹĂŸĎ ŔŮĞŹĎ .ŔĚŹĂŸĎ ŔŮĞŹŇ ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĚĎ x ŇŹ y ŔĄ ŇŃ ĘĂ ĽŘŹĎ ŔŮĞŹŇ ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĚĎ x ŊĂ .’Ą ŇŇŃ’Ą ŇŇŃ

’Ą ŇŇŃ ŇŹ ŽĚĂŰĚŽĎ ŽĞĂ ŽŐĽĽŮ ČĽŐŽ ĘĂ ŊĽŘŮĞŹĎ ĽŘŹŐ ČĞĂŇ ŔĚĞŰŘ ŽČŐŠ ĂĚĎ y ĚŇŹ ŔĄ ŇŃŹ ŁŃ ĎĘŃ ĂĚĎ x ŊĂ ĽČŃ ’Ą-Ě ’Ă ŊĽŇŇŃĄ ŹŐŽŹĎŇ ŊĽŇĚŃĽ ĚŘĂ ŔŃŇ ."ŊŊĂ"-Ą ĚŇĂ ŊĽŇŇŃĄ "ŊĂ"Ď ŽĂ ŞĽŇĞĎŇ ŸŹŤĂ ŔŃŇĚ ’Ą-Ě ’Ă ŊĽŇŇŃ ČĞĂŇ ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĚĎ ĄŰŐ ŇŃŹ ŁŃ ,ĄĹĽĎ ŊĽŚŚĚĄŐ ŊĽŮĞŹŐ ŸĚĄŠ ,ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ŇŹ ĆŹĚŐŇ ŽĽŇŐŸĚŤ ĎŸČĆĎ ŽŽŇ .ŊĽŘŮĞŹĎ ĽŘŹŐ ŽČŐŠ ĂĚĎ x-Ź ŁŃŇ ŊĂŽĎĄ 2 ĚĂ 1 ĂĚĎ W (x) x ĄŰŐ ŇŃŇŹ ŁŃ ŮĞŹŐĎ ŇŹ ŊĽĄŰŐĎ ŇŠ W ĎĽŰŮŘĚŤ ŊĽŸĽČĆŐ ĚŘĂ ŇĄĂ ,ĚŸĚĄŠ ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂŸŮŘ ĄŰŐĎŹ ŔŮĞŹĎ ŽĂ ĄŰŐ ŇŃŇ ŊĽŸĽČĆŐ ĚŘĂ ĎĘ ĄŇŹĄ .ĽŘŹĎ ĚĂ ŔĚŹĂŸĎ ŔŮĞŹŇ ŔĚĞŰĽŘ .ĎĘ ĄŰŐŐ ŽĂŰĚĽ ŽĚŸĞŽĎ ŸŹĂŃ ĞŰŘŇ ŇĚŃĽ ŽŐĂĄ ĂĚĎ ĘĂ ĚŸĚĄŠ ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĚĎ ĄŰŐĎ ŊĂŹ ŊĽĞĽŃĚŐ ĚŘŘĽĂ ŔĽĽČŠ ŁŃ x ŇŹ y ŔĄ ŊĽĽŮ ŊĂ W (x) = 1 ,’Ă ŇŇŃ ĽŤŇ .ŔŐŮŇČŃ ’Ą-Ě ’Ă ŊĽŇŇŃĎ ĽŤŇ ĂĽĎ ĎĽŚŸĚŮŸĄ W ŇŹ ĎŸČĆĎĎ x ŊĂŹ ĄŇ ŊĽŹŘ .W (y) = 1 ŊĽĽŮ x ŇŹ y ŔĄ ŇŃŇ ĚĄ ŊĽŇŹŐĎ ĎŸŮŐĄ W (x) = 2 ,’Ą ŇŇŃ ĽŤŇĚ ,W (y) = 2 -Ź .W (x) = 2 -Ě ’Ą ŇŇŃ ŇŹ ĄŰŐĎ ,ŮĽŸ ŔŤĚĂĄ ,ŊĽĽŮ ĘĂ ŸĚĄ ĂĚĎ

.ŊĽŘŮĞŹĎ ČĞĂŇ ŔĚĞŰĽŘ ŽĽĆĹŸĹŚĂ ŹĽ ĄĹĽĎ ŚŚĚĄŐ ŮĞŹŐ ŇŃĄ .ĚŇŐŸŰ ĹŤŹŐ 2.4

ĚŇŐŸŰ ĹŤŹŐ 2.4 ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĚĎ ŮĞŹŐĄ x ĄŰŐ ŇŃŹ ŁŃ ĄĹĽĎ ŚŚĚĄŐ ŮĞŹŐ ŇŹ ŊĽĄŰŐĎ ŇŠ W ĎĽŰŮŘĚŤĎ ŽĂ ŇĽŠŇ ĚŘŸČĆĎ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ g^∗ ĽŽŇĞŽĎĎ ĄŰŐĎ ,ČĞĚĽŐĄ ,ŔŃŇĚ ,(ŔĚĞŰĽŘ ŽĽĆĹŸĹŚĂ ĎŘŹĽ ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠĄ ŔŮĞŹŇŹ ĚŘŠĹ ĂŇ ŇĄĂ) ŊĽŘŮĞŹĎ ČĞĂŇ ĂĽĎ P ŇŹ σ ĎĽĆĹŸĹŚĂĎ .ŮĞŹŐĄ ŔĚĞŰĽŘ ŽĽĆĹŸĹŚĂ P -Ň ŹĽ ĽŃ ĞĽŃĚŘ .P ŊĽŘŮĞŹĎ ČĞĂ ŇŹ ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĚĎ ĘĂ ĎĘŃ ŔĽĂ ŊĂĚ ,ĎĘŃ ŹĽ ŊĂ ,P -Ň ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĚĎŹ x ŇŹ y ŔĄ ŸĞĚĄ ĂĚĎ ŮĞŹŇ P ŇŹ ĚŸĚŽ ĚĄ x ĄŰŐ ŇŃĄŹ ĎŽŠ ĞĽŃĚŘ .σ ĽŤŇ ŮĞĽŹ P ĎĄ ŽĚŸĞŽ g^∗=x_1, ..., x_k ĽĎŽ .P -Ň ŔĚĞŰĽŘ ŽĽĆĹŸĹŚĂ ŽĂĘŹ ĎĂŸŘ .x ŇŹ ĚĎŹŇŃ ŔĄ x_i ĽŃ ĞĽŘŘ i < k ŸĚĄŠ .P -Ň ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĚĎ x_1=g^∗ -Ź ĚŘŇ ŔĚŽŘ .P -Ň ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĚĎ x_i ĽŃ i ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ .P -Ň ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĚĎ x_{i+1} ŊĆ ĽŃ ĞĽŃĚŘĚ P -Ň ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĚĎ ŁŃ y ŔĄ x_i-Ň ŹĽ W ŽŸČĆĎ ĽŤŇ .W (x_i) = 1 ,P -Ň ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ x_i-Ź ŔĚĚĽŃŐ ,ĘĂ x_i ĄŰŐĄ ŮĞŹŇ P ŇŹ ĚŸĚŽ ŊĂ ŇŹ ŔĄ ĂĚĎ s(x_i) σ ŽŸČĆĎ ĽŤŇ ŔŃŇ .y ĄŰŐĄ ĽŘŹĎ ŔŮĞŹĎ ĂĚĎŹ ,P -Ň ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĽĎ y-Ź ŸŐĚŇŃ ,W (y) = 2 -Ź ŽČŐŠ ĂĚĎ x_{i+1}-Ě ,x_{i+1} = σ(x_i) ŔŃŇ σ ĽŤŇ ĎŮĞĚŹ g^∗=x_1, ..., x_k ŽĚŸĞŽĎŹ ŔĚĚĽŃŐ .P -Ň ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĚĎŹ x_i .P -Ň ŔĚĞŰĽŘ ČĞĚĽŐĄĚ ,x ŇŹ y ŔĄ ŇŃŇ W (y) = 1 ŊĽĽŮ W ŽŸČĆĎ ĽŤŇ .W (x_i) = 2 ĘĂ x_i ĄŰŐĄ ŮĞŹŇ P ŇŹ ĚĄĽŸĽ ŸĚŽ ŊĂ .P ĂĚĎŹ ĚĄ ŔĚŹĂŸĎ ŔŮĞŹŇ ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĚĎ x_{i+1} ŸŐĚŇŃ ,W (x_{i+1}) = 1 ŔĚĚĽŃŐ .ĽŘŹĎ ŔŮĞŹŇ ŔĚĞŰŘ ŽČŐŠ ŽĚĽĎŇ ĄĽĽĞ ĂĚĎ ĚŘŸŃĘĎŹ ĽŤŃĚ ,ŸĚĄ ŔĄĚŐŃ ĂĚĎŹ x_k ŽĚŸĞŽĄ ŔĚŸĞĂĎ ČŠŰĄ ŔŘĚĄŽŘ ŔĚŹĂŸĎ ŔŮĞŹĎ ĂĚĎ Q-Ě ĽŘŹĎ ŔŮĞŹĎ ĂĚĎ P x_k ĄŰŐĄ ŔŃŇ P -Ň ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĚĎ x_i 1 ≤ i ≤ k ŇŃŇ ĽŃ ĚŘĞŃĚĎŹ .ŽĚŸĞŽĄ ĞŰŘŐ P ŔŃŇĚ ,ŸĚĄ x_k ĽŃ ČĽŚŤŐ ĂĚĎĚ G_x ŮĞŹŐĄ ĞŰŘŐ P ŔŮĞŹ ŸŐĚŇŃ ,ŮĞŹŐĄ x ĄŰŐ ŇŃŇ ŔĚŃŘ g^∗-Ň ĹŤŹŐĄ ĞŃĚĎŹ ĎŐŹ ŸĚŸĄ ĹŤŹŐĎ ŽĞŃĚĎŐ .P ŔŮĞŹŇ ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĽĎ x ŊŊĂ ŇŃ ĆŰĽĽŇ ŊĽŰĚŸ ĚŘĂĚ ,y ∈ x ŊŊĂ x → y ĚĄ ĎŰĚĄŮĎ ŮĞŹŐ ĆŹĚŐ ŽĂ ŇĽŠŇ ĚŘĽĂŸ .ĎŰĚĄŮ ŮĞŹŐ Ľ"Š ŮĞŹŐ ĆĚŰĽĽ 2.5

ĎŰĚĄŮ ŮĞŹŐ Ľ"Š ŮĞŹŐ ĆĚŰĽĽ 2.5 ŮĞŹŐĄ ČĽĞĽĎ ŸĚĄĎ ĂĽĎŹ ∅ ĎŮĽŸĎ ĎŰĚĄŮĎ Ľ"Š ĆŰĚĽŐ ĎĽĎĽ ŮĞŹŐĄ ŸĚĄ .ĎŰĚĄŮ ŮĞŹŐ Ľ"Š ĄĹĽĎ ŚŚĚĄŐ ŮĞŹŐ ŮĞŹŐ ŇŃ ĂŇ ČĞĂ ŸĚĄ ŮŸ ŹĽ ĎŰĚĄŮ ŮĞŹŐĄĚ ŊĽĄŸ ŽĚŸĚĄ ŽĚĽĎŇ ŊĽŇĚŃĽ ĄĹĽĎ ŚŚĚĄŐ ŮĞŹŐĄŹ ŔĚĚĽŃŐ .ĎŰĚĄŮĎ F ĎĽŰŮŘĚŤ ŸĽČĆĎŇ ĂĚĎ G ŮĞŹŐ ŔŽŘĽĎĄ ŽĚŹŠŇ ŸŹŤĂŹ ĎŐ .ĎŰĚĄŮ ŮĞŹŐŇ ĽŤŸĚŐĚĘĽĂ ŽĚĽĎŇ ŇĚŃĽ ĄĹĽĎ ŚŚĚĄŐ ŇŹ ĽĄĽĹĽĘŘŸĹĎ ŸĚĆŚĎ ĂĚĎ T c(z)-Ź ŔŃĽĎ ,F (G) = {F (g^∗)} ∪ Tc(F (g^∗)) ĎŰĚĄŮĎ ŇŠ G ŇŹ ŊĽĄŰŐĎ ŽŰĚĄŮŐ :ŽĚĂĄĎ ŽĚŘĚŃŽĎ ŽŇŠĄ ,z .F (y) ∈ F (x) ĘĂ x → y ŊĂ ,x, y ŊĽĄŰŐ ĽŘŹ ŇŃŇ .Ă .F (y) = u -Ź ŁŃ x ŇŹ y ŔĄ ŊĽĽŮ ĘĂ u ∈ F (x) -Ě ĄŰŐ x ŊĂ .Ą ,ŊĽĄŰŐĎ ŽŰĚĄŮ ŇŠ ĎĽŚŸĚŮŸĄ F ŇŹ ĎŸČĆĎ ĂĚĎ ĎĘ ŔĚĽĚĚĽŹ .F (x) = {F (y) | x → y} ŔĚĽĚĚĽŹŇ ŊĽŇĚŮŹ ’Ą-Ě ’Ă .ĎŰĚĄŮ ŮĞŹŐ ŇŠ G ŇŹ ŽĽŘŮĽŽĎ ĎŮŽŠĎĎ

ŽĽŘŮĽŽĎ ĎŮŽŠĎĎ

ŽĽŘŮĽŽĎ ĎŮŽŠĎĎ ŽĂĘ F -Ň ĂŸŮŘ .ŽĂĘŃ ĎČĽĞĽ F ŽŐĽĽŮŹ ŊĆ ŸŐĚĂ ĎĘ .ŁŃ F ŽĂ ŸĽČĆŘĚ ŔŃŇĚ ,ŸĚĄ ĂĚĎ x ŊŊĂ F (x) = ∅ ĽŃ F ŽŸČĆĎŐ ŸĚŸĄ .ŊĽŘĎ ŮĞŹŐ ŇŹ ŽĽŘŮĽŽĎ ĎŮŽŠĎŇ ĎŐĆĚČ ĎĂŸŘ F ({2, 0}) = {∅, {∅}} ,F ({1, 1}) = {{∅}} ,F ({1, 0}) = {∅} ĎĘ ŮĞŹŐĄ .F ({0, 0}) = ∅ ŊĽŘĎ ŮĞŹŐĄ .F ({2, 1}) = {{∅}, {{∅}}, {∅, {∅}}} -Ě ĂĽĎ F (x) ĽŃ x ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ ŠĄĚŘ ĄĹĽĎ ŽŚŚĚĄŐ ĎŐŰŠĄ ĂĽĎ ĄĹĽĎ ŽĚŚŚĚĄŐ ŽĚŰĚĄŮ ŇŹ ĎŰĚĄŮŹ ŔĚĚĽŃŐ .ĄĹĽĎ ŽŚŚĚĄŐ F (G) ŊĆĚ ĄĹĽĎ ŽŚŚĚĄŐ ĎŰĚĄŮ ĂĚĎ x ,G-Ą x ĄŰŐ ŇŃŇ ĘĂ .F (G) ĎŰĚĄŮ ŮĞŹŐ ŇŠ G ĄĹĽĎ ŚŚĚĄŐ ŮĞŹŐ ŇŹ ŽĽŘŮĽŽĎ ĎŮŽŠĎĎ F ĽĎŽ .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .F (G)-Ą (ĽŘŹĎ) ŔĚŹĂŸĎ ŔŮĞŹŇ ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ F (x) ŊŊĂ G-Ą (ĽŘŹĎ) ŔĚŹĂŸĎ ŔŮĞŹŇ ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĞĚŘĚ x ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ W (F (x)) = W (x) ŽĂ ĞĽŃĚĎŇ ĂĽĎ ŽĞĂĎ ŁŸČĎ .ŊĽŃŸČ ĽŽŹĄ ŽĂĘ ĞĽŃĚĎŇ ŸŹŤĂ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ ŽĽĆĹŸĹŚĂ ŹĽ P ŔŮĞŹŇŹ ĞĽŘĎŇ ĂĽĎ ĎĽŘŹĎ ŁŸČĎ .W (x) = 3 − max_{x→y} W (y) ĎĞŚĚŘĄ ŁŃ ŊŹŇ ŹŐŽŹĎŇ ŁŃ y ŇŹ z ŔĄ ŸĚĄŠ σ^′(y) = z -Ź ĎŠĽĄŮĎ Ľ"Š G_x ŮĞŹŐĄ σ^′ ĎĽĆĹŸĹŚĂ ŸĽČĆĎŇ ,F (x) ŮĞŹŐĄ σ ŔĚĞŰĽŘ .G_x ŮĞŹŐĄ P -Ň ŔĚĞŰĽŘ ŽĽĆĹŸĹŚĂ σ^′-Ź ĞĽŃĚĎŇĚ ,(ĎĘŃ z ŊĽĽŮŹ ĂČĚĚŇ ŹĽ) F (z) = σ(y) -Ź ŊĽŘŮĞŹĎ ĽŘŹ ŔĽĄ ŇČĄĎĎ ŇŃŹ ŔĄĚŐĄ ŊĽĽŸĹŐĽŚ ŊĽŮĞŹŐ ŊĎ ĚŘŮŚŠ ŊĎĄ ŊĽŮĞŹŐĎ .ŊĽĽŸĹŐĽŚ ĂŇ ŊĽŮĞŹŐ 2.6

ŊĽĽŸĹŐĽŚ ĂŇ ŊĽŮĞŹŐ 2.6 ŔĚŹĂŸĎ ŔŮĞŹĎ ĂĚĎ P -Ź ŽĚĽĚŸŹŤĂĎ ĽŽŹĄ ŊĽŘŘĚĄŽŐ ĚŘĂĚ ,Q-Ě P ŊĎ ŊĽŘŮĞŹĎŹ ĞĽŘŘ .ŮĞŹŇ ŇĽĞŽŐŹ ĽŐĄ ĂĚĎ .ŊĚŮŐ ŇŃĄ ĎĘĄ ĎĘ Q-Ě P ŽĂ ŞĽŇĞĎŇ ĚŘĽŇŠŹ ŮŸ ,ŽĚŘĚĞŰŘĄĚ ŽĚĽĚŸĞŽĄ ŇČĄĎ ŇŃ ŔĽĂ ĘĂ ŔĚŹĂŸĎ ŔŮĞŹĎ ĂĚĎ Q-ŹĚ ĂŸŮŘ ĎĘŃ ŮĞŹŐŇĚ ,ŊĽŘĚŹ ŊĽŃŇĎŐ ŊĽČŐĚŠ ŊĽŘŮĞŹĎ ŔŐ ČĞĂ ŇŃ ŽĚŹŸŇŹ ĂĚĎĚ ŮĞŹŐ ŇŹ ŸĽŹŠ ŸŽĚĽ ĆŹĚŐĄ ŔĽŘŠ ŹĽ

9 ŊĽŸŤŚŐĚ ŊĽŮĞŹŐ :’Ą ŮŸŤ 2002 ŸĄŐĄĚŘĄ 22

ČĞĂ ŔŮĞŹ ĹŐĞŹĎ ŮĞŹŐĄ ŇŹŐŇ .ŸŽĚĽĄ ĽŠĄĹ ĂĚĎ ĎĘ ĆŹĚŐ .(ĽŸĹŐĽŚ ĞŸŃĎĄ ĂŇ ĂĚĎŹ ŸŐĚŇŃ ĽŸĹŐĽŚ ĂŇ ŮĞŹŐ ŇŠ ŁŐŽŚĎĄ ŁŹŐĎĄ ĞŽŤŘ ŸŤŚŐĎ ĆŹĚŐ ŽĂ .ŊĽŸĚĞŹĎ ŊĽŇŃĎ ŽĂ ŮŸ ĽŘŹĎĚ ,ŊĽŘĄŇĎ ŊĽŇŃĎ ŽĂ ŮŸ ĘĽĘĎŇ ĽĂŹŸ ŔŃĽĎĚ ,ĽŸĹŐĽŚ ĂŇ ŮĞŹŐŇ ŊĆĚ ĽŸĹŐĽŚ ŮĞŹŐŇ ŊĆ "ŮĞŹŐ" ĞŘĚŐĄ ŹŐŽŹŘ ĚŘĂ .ŊĽŘŮĞŹĎ ĽŘŹ ŔĽĄ ĎĽŸĹŐĽŚĎ ĽĂ .ŹŸĚŤŐĄ ĚŘŽŘĚĚŃ ŽĂ ŔĽĽŰŘ ŊĽŘĚĚŃŽŐ ĚŘĂ ĎŐŇ ŸŹŮĎĎ ŔŐ ŸĚŸĄ ĎĽĎĽ ĂŇŹ ŔŐŚŘ ŊĂŹ ŁŃ ,G ŇŠ ŊĽŚĞĽ ĽŘŹ →_L, →_R -Ě ,ĎŰĚĄŮ G ĚĄ ,⟨G, g^∗, →_L, →_R⟩ ĎŘĄŐ ĂĚĎ ĽŸĹŐĽŚ ĂŇ ŮĞŹŐĽŸĹŐĽŚ ĂŇ ŮĞŹŐ

ĽŸĹŐĽŚ ĂŇ ŮĞŹŐ ŞŸĆŇ ŔĚĚŃŽŘ ŊĽŤŸĆŇ ĚŘŸČĆĎŹ ŊĽĞŘĚŐĄ ŮĞŹŐ ĽĄĆŇ ŹŐŽŹŘ ŸŹĂŃ .ČĞĚĽŐ ŞŸĆ ĂĚĎ ⟨G, g^∗, →⟩ ĘĂ →=→_L ∪ →_R .ĎĘ ŔŮĞŹĎĚ (left) L ĽŇĂŐŹĎ ŔŮĞŹĎ :ŊĽŘŮĞŹ ĽŘŹ ŊĽŤŽŽŹŐ ŮĞŹŐĄ .ŊĽŮĞŹŐŇ ČĞĚĽŐĎ ,ĂĄĎ ĞĚŘĽŐĄ ŊĆ ŹŐŽŹŘ .G ŇŹ ŊĽĽĚŚŐ x ŽŐĚŰĄ ŮĞŹŐĎ ĂŰŐŘ ŮĞŹŐĎ ŇŹ ĄŇŹ ŇŃĄ .ŔĽĆĚŸŚŇ ŊĽŃŇĎŐ ŊĽŠŰĄŐ ŊĽŘŮĞŹĎ .(right) R ĽŘŐĽĎ y-Ň x-Ő ŮĞŹŐĎ ŽĂ R ŔŮĞŹĎ ŸĽĄŠŐ ĚŸĚŽĄĚ ,x →_L y ŊĽĽŮŐĎ y-Ň x-Ő ŮĞŹŐĎ ŽĂ L ŔŮĞŹĎ ŸĽĄŠŐ ĚŸĚŽĄ x →_L y ŊĽĽŮŐĎ y ĄŰŐ ,ČĞĚĽŐĄ .P -Ň x ŇŹ ĎĽŰŤĚĂĎĽŰŤĚĂ

ĎĽŰŤĚĂ ĂŸŮŘ x →_P y ŊĽĽŮŐĎ y ĄŰŐ P ŔŮĞŹŇ .x →_R y ŊĽĽŮŐĎ ŮĞŹŐĎ ĂŰŐŘ ŮĞŹŐĎ ŽŇĽĞŽĄ .x ŇŹ ŽĽŘŐĽ ĎĽŰŤĚĂ

ŽĽŘŐĽ ĎĽŰŤĚĂ

ŽĽŘŐĽ ĎĽŰŤĚĂ ĂŸŮŘ x →_R y ŊĽĽŮŐĎ y ĄŰŐĚ x ŇŹ ŽĽŇĂŐŹ ĎĽŰŤĚĂ

ŽĽŇĂŐŹ ĎĽŰŤĚĂ

ŽĽŇĂŐŹ ĎĽŰŤĚĂ ĂŸŮŘ .g^∗ ŹŸĚŹĄ .ŇĽĞŽŐĎ ŔŮĞŹŃ ŠĄŮŘĎ R ĚĂ L ŊĽŘŮĞŹĎ ČĞĂ ĂĚĎ A-Ě ŮĞŹŐ ĂĚĎ G-Ź ŔŃĽĎ ,⟨G, A⟩ ĆĚĘ ĂĚĎ ŇĽĞŽŐ ŊŠ ŮĞŹŐŇĽĞŽŐ ŊŠ ŮĞŹŐ

ŇĽĞŽŐ ŊŠ ŮĞŹŐ D-Ą ĽŘŹĎ ŔŮĞŹĎ ŽĂĚ (ŞĽŮŽŐ – attacker) A-Ą ŇŇŃ ŁŸČĄ ŔŐŚŘ ŇĽĞŽŐĎ ŔŮĞŹĎ ŽĂ .(ŔĆŐ – defender) .ĽŘŹĎ ŔŮĞŹĎ ŽĂ ČĽŐŽ ŔŐŚĽ Q ĘĂ P -Ą ĚŘŐŚŘĚ ĚĎŹŇŃ ŔŮĞŹŇ ŚĞĽĽŽŘ ŸŹĂŃ ĂĽĎ ⟨y, P ⟩ ĎČŐŠ ŇŹ ŽĚŠŐŹŐĎ .P ∈ {L, R} -Ě y ∈ G ŸŹĂŃ ⟨y, P ⟩ ĆĚĘ ĂĽĎ G ŮĞŹŐĄ ĎČŐŠĎČŐŠ

ĎČŐŠ .ŁŇĎŐ ŽĚŹŠŇ P ŔŮĞŹĎ ŇŹ ĚŸĚŽ ŽŠŃĚ y ŽŐĚŰĄ ĂŰŐŘ ŮĞŹŐĎŹ ĂĽĎ ŽĽŽŇĞŽĎĎ ĎČŐŠĎŹ ŁŃ ,ŽĚČŐŠ ŇŹ ŽĽŤĚŚŘĽĂ ĚĂ ŽĽŤĚŚ ,ĎŸČĽŚ ŽĂĘ ⟨G, A⟩ ŇĽĞŽŐ ŊŠ ŮĞŹŐĄ ŽĚŸĞŽŽĚŸĞŽ

ŽĚŸĞŽ ĎČŐŠĎ ĎŘŘĽĂ ŊĂ ,ŽĚŸĞŽĄ ⟨x, P ⟩ ĎČŐŠ ŇŃŇĚ ,ŇĽĞŽŐĎ ŔŮĞŹĎ ĂĚĎ A-Ě ŹŸĚŹĎ ĂĚĎ g^∗-Ź ŔŃĽĎ ,⟨g^∗, A⟩ ĽŸĞĂ ĽŃ ĽŘŹĎ ŔŮĞŹĎ ĂĚĎ Q) x →_P y -Ź ŔŃĽĎ ⟨y, Q⟩ ĂĽĎ ĎŇ ŽĄŮĚŠĎ ĎČŐŠĎ ĘĂ ĎŸČĽŚĄ ĎŘĚŸĞĂĎ ŠŰĄŇ ŽĚŸŹŤĂ P -Ň ŔĽĂ ĘĂ ĎŸČĽŚĄ ĎŘĚŸĞĂĎ ĎČŐŠĎ ĂĽĎ ⟨x, P ⟩ ŊĂ .(ŮĞŹŇ Q ŇŹ ĚŸĚŽ ŠĽĆĎ ŮĞĽŹ P -Ź ĎŸČĽŚ ŽĂĘ ŽĚŸĞŽ ,ĽŇĚĄŐĽŚ ŸŽĚĽ ĞĚŚĽŘĄ .P -Ň x ŇŹ ĎĽŰŤĚĂ ŞĂ ŽŐĽĽŮ ĂŇ ŸŐĚŇŃ ,ŽĂĘ ĎČŐŠŐ ŁŇĎŐ ŊĽĽŮ i + 1 < λ -Ź ŁŃ i ŇŃŇ ,⟨x_0, P_0⟩ = ⟨g^∗, A⟩ ,λ ≤ ω ĎĄ ŽĚČŐŠ ŇŹ ⟨⟨x_i, P_i⟩ | 0 ≤ i < λ⟩ ŇŹ ĎŸŮŐĄ .x_m →_{Pm} y -Ź ŁŃ y ŊĽĽŮ ĂŇ ĘĂ m = λ − 1-Ě ĽŤĚŚ λ ŊĂĚ ,P_{i+1} ≠ P_i -Ě x_i →_{Pi} x_{i+1} ŔŮĞŹĎ ŔŮĞŹĎ ĂŸŮŘ ĽŘŹĎ ŔŮĞŹĎĚ ,ŽĚŸĞŽĄŽĚŸĞŽĄ

ŽĚŸĞŽĄ ČĽŚŤĎŹ

ČĽŚŤĎŹ

ČĽŚŤĎŹ ŔŮĞŹĎ

ŔŮĞŹĎ

ŔŮĞŹĎ ĂŸŮŘ ŁĽŹŐĎŇ ŇĚŃĽ ĚŘĽĂŹ P_{λ−1} ŔŮĞŹĎ ,ŽĽŤĚŚ ŽĚŸĞŽ .ŽĚŸĞŽĄ

ŽĚŸĞŽĄ

ŽĚŸĞŽĄ ĞŰŘŐĎ

ĞŰŘŐĎ ŇŹ ŸŤŚĄ 4-9 ŊĽČĚŐŠ ĎĂŸ ŊĽŘŮĞŹĎ ČĞĂŇ ĎĘŃ ŮĞŹŐĄ ŹĽŹ ŔĚŸŽĽĎ ĄĚŹĽĞŇĚ ,ĚŇĂŃ ŊĽŮĞŹŐ ŇŹ ŽĚĂŐĆĚČŇ .Berlekamp, Conway & Guy ĽŸĹŐĽŚ ĂŇ ŮĞŹŐŇ .ĄĹĽĎ ŚŚĚĄŐ ŞŸĆĎŹ ŁŃŇ ĎŇĚŮŹ ŽĽŤĚŚ ĎĽĎŽ ŽĚŸĞŽ ŇŃŹ ĎŹĽŸČĎ ŊĽĽŸĹŐĽŚĎ ŊĽŮĞŹŐĄ ŔĄĚŐŃ .→=→_L ∪ →_R -Ź ŔŃĽĎ ,ĄĹĽĎ ŚŚĚĄŐ ⟨G, →, g^∗⟩ ŹŸĚŹĎ ŊŠ ŞŸĆĎ ŊĂ ĄĹĽĎ ŚŚĚĄŐ ŮĞŹŐĎŹ ŸŐĂŘ ,ŊĽŇĚŮŹ ŊŘĽĂ ĚŇĂ ŊĽĂŘŽ ĽŘŹ ŊĽĽŸĹŐĽŚ ĂŇ ŊĽŮĞŹŐŇ ŊŇĚĂ ,ŽĽŤĚŚ ĂĽĎ ŽĚŸĞŽ ŇŃ ĄĹĽĎ ŚŚĚĄŐ ŞŸĆĎ ŊĂŹ i ∈ ω -Ň a_i ŊĎ ĚŇŹ ŊĽĄŰŐĎŹ ŮĞŹŐĄ ,ŇŹŐŇ .ŽĽŤĚŚ ĂĽĎ ŽĚŸĞŽ ŇŃŹ ŁŃŐ ŸŽĚĽ ĎŮĘĞ ĄĹĽĎ ŚĚŚĽĄĎ ŽŹĽŸČĚ ĽŘŐĽĎ ŔŮĞŹŇ ĽŃ ,ŸŽĚĽĎ ŇŃŇ ŽĚČŐŠ ĽŽŹ ŽĄ ĂĽĎ ŽĚŸĞŽ ŇŃ ŮĽŸ ĂĚĎ →_R ŚĞĽĎ ĚŇĽĂĚ i ∈ ω ŇŃŇ a_i →_L a_{i+1} -Ě .ĄĹĽĎ ŚŚĚĄŐ ĚŘĽĂ ⟨G, →, g^∗⟩ ŞŸĆĎ ŁČĽĂŐĚ ,ŁŇĎŐ ŊĚŹ ŔĽĂ ĂĽĎ ŽĚŸĞŽ ŇŃŹ ŁŃĄ ŊĽŮŤŽŚŐ ĚŘŘĽĂĚ ĄĹĽĎ ŚŚĚĄŐ ĎĽĎĽ ŞŸĆĎŹ ŸŽĚĽ ĎŮĘĞĎ ĎŹĽŸČĎ ŽĂ ŊĽŹŸĚČ ĚŘĂ ŠĚČŐ ĎŸČĆĎĎ ĽŤŇ ŽĚĽĚŸĞŽ ŔŘĽĂŹ ŽĚĽĚŸĞŽĄ ŮĚŚŠŘ ŊĽŽĽŠŇŹ ŔĚĽŠŸĎ ĎĽĎ ŊĽĽŸĹŐĽŚ ĂŇ ŊĽŮĞŹŐĄ ŮĚŚĽŠĎ ČĚŚĽĄ ?ŽĽŤĚŚ ŠŰĄŐ ČĞĂ ŔŮĞŹ ŔĎĄŹ ŽĚĽĚŸĞŽĄ ŊĆ ĂŇĂ ,ĄŇŹ ŇŃĄ ŞŇĞŽŐ ŁŇĎŐĎ ŽĂ ŠŰĄŐĎ ŔŮĞŹĎ ĎĽŤŇ ŸŹĂ ŔĂŃ ĎŘŽĽŘŹ ŚŚĚĄŐ ĎĽĎĽ ŮĞŹŐĎŹ ŹĚŸČŇ ĚŘĽŇŠ ŽĚĽŤĚŚ ŔĎ ĚŇĂŃ "ŽĚĽĚŸĞŽ" ŊĆŹ ŊĽĞĚĹĄ ŽĚĽĎŇ ĽČŃ .ĎĘ ŸĞĂ ĎĘĄ ŊĽŃŇĎŐ ŸŤŚŐ ŊĽŽŐŰĎ ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ ŊĽĹŤŹŐ ĞĽŃĚĎŇ ŸŹŤĂ ĄĹĽĎ ŚŚĚĄŐ ŞŸĆĎ ŊĂŹ ĂĚĎ ĚŘŇŹ ĎŹĽŸČĎ ŇŹ "ĽŘŃĹ" ŔĚŸŽĽ .ĄĹĽĎ .ĎĽŚŸĚŮŸĄ ŽĚĽŰŮŘĚŤ ŊĎĽŇŠ ŸĽČĆĎŇ ŸŹŤĂĚ .ĄĹĽĎ ŊĽŚŚĚĄŐ ŊĽŮĞŹŐĄ ŮŸ ŮĚŚŠŘ ŁŇĽĂĚ ŔĂŃŐ ŔĚŹĂŸĎ ŔŮĞŹŇ ŔĚĞŰĽŘ ŽĽĆĹŸĹŚĂ ŽĚĽĎŇ ĎŇĚŃĽ ĽŸĹŐĽŚ ŮĞŹŐĄ .ŊĽĽŸĹŐĽŚ ĂŇ ŊĽŮĞŹŐĄ ŔĚĞŰĽŘ ŽĚĽĆĹŸĹŚĂ 2.7

ŊĽĽŸĹŐĽŚ ĂŇ ŊĽŮĞŹŐĄ ŔĚĞŰĽŘ ŽĚĽĆĹŸĹŚĂ 2.7 ŹĽŹ ŸŐĚĂ ĂŇ ĎĘ ŇĽĞŽŐ L ŸŹĂŃ ŔĚŹĂŸĎ ŔŮĞŹŇ ŔĚĞŰĽŘ ŽĽĆĹŸĹŚĂ ŹĽ ,ŸŐĂŘ ,ŊĂ ĽŸĹŐĽŚ ĂŇ ŮĞŹŐĄ .ĽŘŹĎ ĚĂ 9

ŔĚĞŰĽŘ ŽĚĽĆĹŸĹŚĂ ŇŠ ŸĄČŘ ŔŃŇ .ŮĞŹŐĄ ĎĽŸĹŐĽŚĎ ŸŚĚĞ ŽŐĞŐ ,ŇĽĞŽŐ R ŸŹĂŃ ŔĚŹĂŸĎ ŔŮĞŹŇ ŔĚĞŰĽŘ ŽĽĹŸĹŚĂ ĂĚĎ ĎŐĚĞŽŹ σ ĎĽŰŮŘĚŤ ,ŔŃ ŊĂ ,ĂĽĎ ĽŸĹŐĽŚ ĂŇ ŮĞŹŐĄ P ŔŮĞŹŇ ĎĽĆĹŸĹŚĂ .ŇĽĞŽŐ ŊŠ ĽŸĹŐĽŚ ĂŇ ŮĞŹŐĄ ŮĞŹŐ P .P -Ň x ŇŹ ĎĽŰŤĚĂ ĂĽĎ σ(x) ĎŐĚĞŽĄ x ŇŃŇŹ ŁŃĚ P -Ň ŽĚĽŰŤĚĂ ŊĎŇ ŹĽŹ ŮĞŹŐĎ ŇŹ x ŊĽĄŰŐĎ ŽŰĚĄŮ .x_{i+1} = σ(x_i) ĘĂ P_i = P ĎĄ ŽĚŸĞŽĄ ŊĂ 1 ≤ i < k ŇŃŇ ŊĂ σ ĽŤŇ ⟨x_1, P_1⟩, . . . , ⟨x_k, P_k⟩ ŽĚŸĞŽĄ ŊĽŘŮĞŹĎ ČĞĂŇ ŹĽ ŇĽĞŽŐ ŊŠ ĄĹĽĎ ŚŚĚĄŐ ĽŸĹŐĽŚ ĂŇ ŮĞŹŐ ŇŃĄ .ŊĽĽŸĹŐĽŚ ĂŇ ŊĽŮĞŹŐŇ ĚŇŐŸŰ ĹŤŹŐ 2.8

ŊĽĽŸĹŐĽŚ ĂŇ ŊĽŮĞŹŐŇ ĚŇŐŸŰ ĹŤŹŐ 2.8 .ŔĚĞŰĽŘ ŽĽĆĹŸĹŚĂ ĎĽŚŸĚŮŸĄ ŊĽŸĽČĆŐ ĚŘĂ ŔĚŹĂŸ ĄŇŹĄ .ŊĽĽŸĹŐĽŚ ŊĽŮĞŹŐŇ ĚŇŐŸŰ ĹŤŹŐ ŽĞŃĚĎŇ ĽŸŐĆŇ ĎŐĚČ ĎĞŃĚĎĎ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ ŽČŐŠ ĂĽĎ ⟨y, Q⟩ -Ź ŁŃ P -Ň x ŇŹ y ĎĽŰŤĚĂ ŽŐĽĽŮĚ W = P ŊĂ W ŔŮĞŹŇ ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĽĎ ⟨x, P ⟩ ĎČŐŠŹ ŊĽŘŠĚĹ ĚŘŘĽĂ ŔĽĽČŠ ĎĘ ĄŇŹĄ .Q-Ň ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĽĎ ⟨y, Q⟩ P -Ň x ŇŹ y ĎĽŰŤĚĂ ŇŃŇĚ W = Q ŊĂ ĚĂ ,P -Ň ŔĚĞŰĽŘ ŇŃŇ ŸČĆĚŐ ĎĽŚŸĚŮŸĄ ĎŸČĆĎĎ ĹŤŹŐ ĽŤŇ .ŔĚĞŰĽŘ ŽĽĆĹŸĹŚĂ ŹĽ ŮĞŹŐĎ ŽŇĽĞŽĄ ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠĄ ĂŰŐŘĎ ŔŮĞŹŇŹ ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĽĎ ĎČŐŠ ŇŃŹ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ ŊĽĞĽŃĚŐ ŽĚŇŮĄĚ ,ŔŮĞŹŇ ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĽĎ ĎČŐŠĎ ŊĂ ŔŮĞŹ ŇŃŇĚ ĎČŐŠ ,G_x ŮĞŹŐĄ ŔĚĞŰĽŘ ŽĽĆŸĹŚĂ W ŔŮĞŹŇ ŹĽ ĘĂ W ŔŮĞŹŇ ⟨x, P ⟩ ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ŔŽŘĽĎĄ .ŮĚĽČĄ ŊĽŘŮĞŹĎ ČĞĂŇ ,ĽŸŹŤĂ ĎĘ ČĚŠ ŇŃ ,ŸĚĄŠŇ ĂĽĎ W ŇŹ ĎĽĆĹŸĹŚĂĎ .ŇĽĞŽŐ ŔŮĞŹŃ P ŊŠ ,x ĂĚĎ ĚŇŹ ŹŸĚŹĎŹ ŮŸ G ĚŐŃ ĂĚĎŹ .W -Ň ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĽĎŹ ĎČŐŠŇ ŊĽĽŸŹŤĂĎ ŊĽŃŇĎŐĎ ŊĎĄ ,ĎŰĚĄŮĎ ĽŮĞŹŐ ŊĎ "ŊĽĽŘŮĽŽĎ" ŊĽĽŸĹŐĽŚĎ ŊĽŮĞŹŐĎ .(Conway) ĽĽĚĚŘĚŮ ĽŮĞŹŐ 2.9ĽĽĚĚŘĚŮ ĽŮĞŹŐ 2.9

ĽĽĚĚŘĚŮ ĽŮĞŹŐ 2.9 ŊĽĽŸŹŤĂĎ ŊĽŃŇĎŐĎ ,ŊĽĽŸŹŤĂ ŊĽŃŇĎŐ ĽĆĚŚ ĽŘŹ ĄŰŐ ŇŃĄ ŹĽ ĽŸĹŐĽŚ ĂŇ ŮĞŹŐĄ .x ŇŹ ŊĽŸĄĽĂĎ ŊĎ x ĄŰŐŐ ĆĚĘ Ľ"Š ĂŇĂ ŊĽĄŰŐ ŽŰĚĄŮ Ľ"Š ĂŇ ĄŰŐ ĆŰĽĽŇ ĚŘĽŇŠ ŔŃŇ .R ĽŘŐĽĎ ŔŮĞŹŇ ŊĽĽŸŹŤĂĎ ŊĽŃŇĎŐĎĚ L ĽŇĂŐŹĎ ŔŮĞŹŇ ĂĽĎ ŽĽŘŐĽĎ ĎŰĚĄŮĎĚ ŸĚĄŠŇ L ŇĚŃĽ ŊĎĽŇĂ ŊĽĄŰŐĎ ŽŰĚĄŮ ĂĽĎ ŽĽŇĂŐŹĎ ĎŰĚĄŮĎ ŸŹĂŃ ,ŊĽĄŰŐ ŽĚŰĚĄŮ ŇŹ .ŸĚĄŠŇ R ŇĚŃĽ ŊĎĽŇĂ ŊĽĄŰŐĎ ŽŰĚĄŮ U ĽŸĄĽĂ ŸŹĂŃ ,ĽĽĚĚŘĚŮ ĽŮĞŹŐ ŇŹ V -Ě U ŽĚŰĚĄŮ ŇŹ ⟨U, V ⟩ ĆĚĘ ĂĚĎ ĽĽĚĚŘĚŮ ŮĞŹŐ :ĎŐĚŽŚ ĎŸČĆĎĄ ŸĽČĆŘ ŔŃŇ ŊĆ ĎĘ ĆĚĘ ĄĚŽŃŘ .⟨U, V ⟩ ŇŹ ŽĚĽŘŐĽĎ ŽĚĽŰŤĚĂĎ ŊĽĂŸŮŘ V ĽŸĄĽĂĚ ⟨U, V ⟩ ŇŹ ŽĚĽŇĂŐŹĎ ŽĚĽŰŤĚĂĎ ŊĽĂŸŮŘ .U | V -Ń C_α ĎĽŰŮŘĚŤ ŔŃ ŸĽČĆŘ ŽĚŰĚĄŮĎ ŽĂĽŸĄ ŁĽŇĎŽ ŽĂ ŽŸĂŽŐĎ V_α ĎĽŰŮŘĚŤĎ ŽŸČĆĎŇ ĎŐĚČĄ :ĎĽŚŸĚŮŸĄ ĎŸČĆĎ ,ŊĽŸĽČĆŐ ĚŘĂ .α ŊĚĽ ĽŘŤŇ ĚĂŸĄŘŹ ĽĽĚĚŘĚŮ ĽŮĞŹŐ ŽŰĚĄŮ ĂĽĎ C_α ŸŹĂŃ ,ĽĽĚĚŘĚŮ ĽŮĞŹŐ ŽĂĽŸĄ ŁĽŇĎŽ ŽĂ ŽŸĂŽŐĎ ŮĞŹŐ ĂĽĎ x ĎŰĚĄŮ .C_α = ⋃ β<α C_β ĽŇĚĄĆ α ŸČĚŚ ŸĚĄŠĚ C_{α+1} = {⟨U, V ⟩ : U, V ⊆ C_α} ,C_0 = ∅ ,ŔŃ ŊĂ .ĚĎŹŇŃ C_α-Ą ŽĂŰŐŘ ĂĽĎ ŊĂ ĽĽĚĚŘĚŮ -ĞŹŐĚ γ + 1 ĄŮĚŠ ŸČĚŚ ĂĚĎ α ŊĂ ŮŸ β < α ŸĚĄŠ C_β ŞĂĄ ŊĽĂŰŐŘ ŊŘĽĂŹ ŊĽŮĞŹŐ ĎŇĽŃŐ C_α ĽŃ ŸĚŸĄ ŁŃ ĽŸŠĘŐĎ γ ŸČĚŚŃ ĽĽĚĚŘĚŮ ŮĞŹŐ ŇŹ ρ(x) ĎĂĽŸĄĎ ŊĚĽĎĂĽŸĄĎ ŊĚĽ

ĎĂĽŸĄĎ ŊĚĽ ŽĂ ŸĽČĆŘ ŔŃŇ .γ ŊĚĽĄ ĚĂŸĄŘŹ ŊĽŮĞŹŐĎ ŊĎ ĚŇĂ ŊĽŮ ĎŰĚĄŮŃ x ŇŹ ĎĆŸČĎ ŽĂ ŊĆ ρ(x)-Ą 1.8-Ą ĚŘŐĽŚ ŊŘŐĂ .x ŮĞŹŐĎ ŇŹ ĎĆŸČĎ

ŮĞŹŐĎ ŇŹ ĎĆŸČĎ

ŮĞŹŐĎ ŇŹ ĎĆŸČĎ ŊĆ ĂŸŮŘ ρ(x) .x ∈ V_{γ+1} -Ź ŠĽŸŤŽ ĂŇ ρ(x) ŇŹ ĎŇĚŤŃĎ ŽĚŠŐŹŐĎ ŔŃŇĚ ŮĞŹŐŃ x ŇŹ ĎĆŸČĄ ŮŸ ŹŐŽŹŘ ŁŇĽĂĚ ŔĂŃŐ ŊŇĚĂ ,ĄĹĽĎ ŽŚŚĚĄŐ ŸŹŤĂĚ ,x ŇŹ ŽĚĽŰŤĚĂĎ ŇŹ ŽĚĆŸČĎ ŇŃŐ ŇĚČĆĎ ĽŸŠĘŐĎ ŸČĚŚĎ ĂĽĎ x ŮĞŹŐ ŇŹ ĎĆŸČĎŹ ŔĂŃ ŊĽĽŮ 1.8-Ą ĚŐŃ .ĚŘŇ .ĎĽŚŸĚŮŸĄ ĎŇŹ ĎŸČĆĎ ŁŸĚŰŇ ĎĆŸČĎ ŇŹ ŽĂĘ ĎŘĚŃŽĄ ŹŐŽŹĎŇ ŇŃ ŔŃŇĚ ,x ŽĆŸČŐ ĎŘĹŮ ĎĆŸČ ŇŠĄ ĽĽĚĚŘĚŮ ŮĞŹŐ ĂĽĎ x ĽĽĚĚŘĚŮ ŮĞŹŐ ŇŹ y ĎĽŰŤĚĂ ŇŃ ĽŃ ĎŸČĆĎĎ ŔŐ ŸĚŸĄ .ĄĹĽĎ ŚŚĚĄŐ ĂĚĎ ĽĽĚĚŘĚŮ ŮĞŹŐ ĄĚĹ ŔĄĚŐĄ ,ĄĹĽĎ ŚŚĚĄŐ ĽŸĹŐĽŚ ŮĞŹŐ ŇŃ ĆŰĽĽŇ ŸŹŤĂŹ 2.5-Ą ĚŘĽĂŸŹ ĽŤŃ .ĽĽĚĚŘĚŮ ŮĞŹŐ Ľ"Š ŮĞŹŐ ĆĚŰĽĽ 2.10

ĽĽĚĚŘĚŮ ŮĞŹŐ Ľ"Š ŮĞŹŐ ĆĚŰĽĽ 2.10 Ľ"Š ,ĽČŐŇ ĄĚĹ ŔĄĚŐĄ ,ĄĹĽĎ ŚŚĚĄŐ ĽŸĹŐĽŚ ĂŇ ŮĞŹŐ ŇŃ ĆŰĽĽŇ ŸŹŤĂŹ ĎŽŠ ĎĂŸŘ ŁŃ ,ĎŰĚĄŮ ŮĞŹŐ Ľ"Š ,ĽČŐŇ ŽĚĆĚĘ ŽŰĚĄŮŇ G ŇŹ ŊĽĄŰŐĎ ŽŰĚĄŮŐ F ĎĽŰŮŘĚŤ ŸĽČĆŘ G ŮĞŹŐ ŔŽŘĽĎĄ ,2.5-Ą ĚŐŃ .ŮĞŹŐ G ĽĎĽ .ĽĽĚĚŘĚŮ ŮĞŹŐ :ŽĚĂĄĎ ŽĚŘĚŃŽĎ ŽŇŠĄ ŽĚŰĚĄŮ ŇŹ .F (y) ∈ F (x)_P ĘĂ x →_P y ŊĂ ,P ∈ {L, R} ŔŮĞŹĚ x, y ŊĽĄŰŐ ĽŘŹ ŇŃŇ .Ă .F (y) = u -Ě x →_P y -Ź ŁŃ y ŊĽĽŮ ĘĂ u ∈ F (x)_P -Ě ,P ∈ {L, R} ,ĄŰŐ x ŊĂ .Ą ĎĽŚŸĚŮŸĄ F ŇŹ ĎŸČĆĎ ĂĚĎ ĎĘ ŔĚĽĚĚĽŹ .F (x) = ⟨{F (y) | x →_L y}, {F (y) | x →_R y}⟩ ŔĚĽĚĚĽŹŇ ŊĽŇĚŮŹ ’Ą-Ě ’Ă ŽĂĘ F -Ň ĂŸŮŘ .ŽĂĘŃ ĎČĽĞĽ F ŽŐĽĽŮŹ ŊĆ ŸŐĚĂ ĎĘ .ĽĽĚĚŘĚŮ ĽŮĞŹŐ ŇŹ ĎŰĚĄŮ ĂĽĎŹ ĞĽŃĚĎŇ ŇŮŹ ,ĎŰĚĄŮ ŇŠ .F (G) ĽĽĚĚŘĚŮ ŮĞŹŐ ŇŠ G ŇŹ ŽĽŘŮĽŽĎ ĎŮŽŠĎĎ

ŽĽŘŮĽŽĎ ĎŮŽŠĎĎ ,G-Ą ⟨x, P ⟩ ĎČŐŠ ŇŃŇ ĘĂ .ĽĽĚĚŘĚŮ ŮĞŹŐ ŇŠ G ĄĹĽĎ ŚŚĚĄŐ ŮĞŹŐ ŇŹ ŽĽŘŮĽŽĎ ĎŮŽŠĎĎ F ĽĎŽ .ĹŤŹŐ 2.11ĹŤŹŐ 2.11

ĹŤŹŐ 2.11

11 ŊĽŸŤŚŐĚ ŊĽŮĞŹŐ :’Ą ŮŸŤ 2002 ŸĄŐĄĚŘĄ 22

.F (G)-Ą ŔŮĞŹ ĚŽĚĂŇ ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ F (x) ŊŊĂ G-Ą ŔŮĞŹŇ ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĽĎ ĎČŐŠĎ ĎŸĚŰĄ ŊĆ x ŮĞŹŐĎ ŽĂ ĄĚŽŃŘ .x = ⟨X_L, X_R⟩ = X_L | X_R ŔŐŚŘ x ĽĽĚĚŘĚŮ ŮĞŹŐŇ .ĽĽĚĚŘĚŮ ĽŮĞŹŐŇ ŔĚŐĽŚ 2.12

ĽĽĚĚŘĚŮ ĽŮĞŹŐŇ ŔĚŐĽŚ 2.12 ŮĞŹŐĎ ŽĂ ,ŇŹŐŇ .X_R ĽŸĄĽĂ ŊĽĄĚŽŃ ĚŮŇ ŔĽŐĽŐĚ X_L ĽŸĄĽĂ ŊĽĄĚŽŃ | ĚŮŇ ŇĂŐŹŐ ŸŹĂŃ ,x = {. . . | . . .} .{|} -Ń ŊĆ ĄĚŽŃŘ ⟨∅ | ∅⟩ ŮĞŹŐĎ ŽĂĚ ,{0, 1 | 2} -Ń ŊĆ ĄĚŽŃŘ ⟨{0, 1} {2}⟩ .ŇĚĄŇĽĄŇ ŊĚŸĆĽ ĂŇ ŸĄČĎŹ ŔŃĽĎ ,0-Ą ĚŘŐŚŘĚ ŚŤĂĎ ŮĞŹŐ

ŚŤĂĎ ŮĞŹŐ

ŚŤĂĎ ŮĞŹŐ ĂŸŮŘ {|} ŮĞŹŐŇ ĄĚŽŃŇ ŊĽŇĚŃĽ ĚŘĂ ŔŃŇĚ ,x^R -Ń ĄĚŽŃŘ X_R ŇŹ ĽŇŇŃĎ ŸĄĽĂĎ ŽĂĚ x^L -Ń ĄĚŽŃŘ X_L ŇŹ ĽŇŇŃĎ ŸĄĽĂĎ ŽĂ .x = {x^L | x^R} .x^R ĚĂ x^L ĂĚĎ y ŊŊĂ y~∈x ŁŃ .y ∈ X_L ∪ X_R ŸĚĄŠ y~∈x ĄĚŽŃŘ ĚŘĽĂŹ ŮĞŹŐ ŇŠ ŸĄČŘ ŊĎĄ ŊĽČČĚĄ ŊĽŸŮŐ ŊŽĚĂĄ .ĽĽĚĚŘĚŮ ŮĞŹŐŇ ŔĚĚŃŽŘ ŮĞŹŐ ŇŠ ŸĄČŘ ŸŹĂŃ ŁŇĽĂĚ ŔĂŃŐ .ŹŸĚŤŐĄ ŽĂĘ ŸĽŃĘŘ ŁŃĄ ŁŸĚŰ ĎĽĎĽ ŊĂĚ ,ŔĽŘŠĎ ŁĚŽŐ ŸĚŸĄ ŸĄČĎ ĎĽĎĽ ĽĽĚĚŘĚŮ ŮĞŹŐ ŮĞŹŐĎ ŸŐĚŇŃ ,⟨G, g^∗, →_R, →_L⟩ ŮĞŹŐĎ ĂĚĎ −G ĘĂ ⟨G, g^∗, →_L, →_R⟩ ŮĞŹŐĎ ĂĚĎ G ŊĂ .ŮĞŹŐ ŚĚŘĽŐ 2.13ŮĞŹŐ ŚĚŘĽŐ 2.13

ŮĞŹŐ ŚĚŘĽŐ 2.13 R ŔŮĞŹŇ G-Ą ŊĽŸŽĚŐĎ ŊĽŃŇĎŐĎ −G-Ą ŊĽŸŽĚŐ L ŔŮĞŹŇ :ŊĽŘŮĞŹĎ ĽČĽŮŤŽ ĚĄ ĚŤŇĞŽĎ ŮŸ G ĚŐŃ ĂĚĎŹ .L ŔŮĞŹŇ G-Ą ŊĽŸŽĚŐĎ ŊĽŃŇĎŐĎ −G-Ą ŊĽŸŽĚŐ R ŔŮĞŹŇĚ X_R-Ą ĚŘĽĂ ŸĞĚĄ ĂĚĎ ĚŽĚĂ ŮĞŹŐĎ ŇĄĂ ,X_R ĎŰĚĄŮĄ ŇĚŃĽĄŃ ĂĚĎŹ ŸĄĽĂ ŸĞĚĄ L ?x ĽĽĚĚŘĚŮ ŮĞŹŐŇ −x ĚĎŐ −y ŮĞŹŐ ŸĞĚĄ R ŔŤĚĂ ĚŽĚĂĄ .y ∈ X_R-Ź ŔŃĽĎ −y ŮĞŹŐ ŸĞĚĄ ĂĚĎ ŔŃŇĚ ,ŊĽŘŮĞŹĎ ĽČĽŮŤŽ ĚŤŇĞŽĎ ĚĄ ŊĆ ĽŃ ,−x ŇŹ ĎĽŚŸĚŮŸĄ ĎŸČĆĎ ŽĚĂŸŇ ŔŽĽŘ ĎĘ ŔĚĽĚĚĽŹĄ .−x = {−x^R | −x^L} ĄĚŽŃŇ ŊĽŇĚŃĽ ĚŘĂ ŔŃŇ .y ∈ X_L -Ź ŔŃĽĎ .ĽĽĚĚŘĚŮ ĽŮĞŹŐ ŇŹ ŚĚŘĽŐĎ ŽŇĚŠŤŇ ŽĽŐŹĽŸĎ ĎŸČĆĎĎ ŽĂ ĚĄ ĎĂŸŘ ĚŘĂĚ .−x = {−x^R | −x^L} ĎĽŚŸĚŮŸĄ ŊĽŸĽČĆŐ ĚŘĂ x ĽĽĚĚŘĚŮ ŮĞŹŐŇ .ĎŸČĆĎĎŸČĆĎ

ĎŸČĆĎ .−{0 |} = {| −0} = {| 0} ĽŃĚ ,−0 = 0 ĽŃ ŸĚŸĄ .−(−x) = x .ĹŤŹŐ 2.14

ĹŤŹŐ 2.14 ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎ ĽŤŇ .−(−x) = −{(−x)^R | (−x)^L} = {−(−x^L) | −(−x^R)} .x ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ .ĎĞŃĚĎ .−(−x) = {x^L | x^R} ≡ x ŔŃŇĚ −(−x^P ) = x^P ŽĞĂ ŽĄĄ ŊĽŮĞŹŐ ŊĽŘŮĞŹĎ ĚĄ ŮĞŹŐĎ ĂĚĎ G + H ŮĞŹŐĎ G, H ŊĽŮĞŹŐŇ .ŊĽŮĞŹŐ ĽŘŹ ŊĚŃŚ 2.15

ŊĽŮĞŹŐ ĽŘŹ ŊĚŃŚ 2.15 ŇŹ ŊĽŽŐŰĎ ŽŰĚĄŮ ,ŮĚĽČ ŸŽĽŇ .ŊĽŮĞŹŐĎ ĽŘŹŐ ČĞĂĄ ŁŇĎŐ ĎŹĚŠ ĚŸĚŽĄ ŔŮĞŹ ŇŃĚ H-Ě G ŊĽŮĞŹŐĎ ĽŘŹĄ P ŔŮĞŹŇ ŊĽŸŽĚŐĎ ŊĽČŠŰĎĚ ,G × H = {⟨x_1, x_2⟩ | x_1 ∈ G ∧ x_2 ∈ H} ŽĽĘĹŸŮĎ ĎŇŤŃŐĎ ĂĽĎ G + H ŽŐĚŰĎĚ G-Ą ĎŹŠŘ ŁŇĎŐĎ ŸŐĚŇŃ) x_2 = y_2 -Ě x_1 →_P y_1 ŊŊĂ ⟨x_1, x_2⟩ →_P ⟨y_1, y_2⟩ :Ľ"Š ŊĽŘĚŽŘ G + H -Ą .(ĎŘŽŹŐ ĚŘĽĂ G-Ą ŽŐĚŰĎĚ H-Ą ĎŹŠŘ ŁŇĎŐĎ ŸŐĚŇŃ) x_1 = y_1 -Ě x_2 →_P y_2 ĚĂ (ĎŘŽŹŐ ĚŘĽĂ H-Ą ŸĂŹĽĎŇĚ ,x^L ŸĄĽĂ ŸĚĞĄŇ ŸŐĚŇŃ ,x-Ą ČŠŰ ŽĚŹŠŇ ŔĎ L ŔŮĞŹĎ ŽĚĽĚŸŹŤĂ ?y -Ě x ĽĽĚĚŘĚŮ ĽŮĞŹŐŇ x + y ĚĎŐ ŸĄĚŠ ŮĞŹŐĎŹ ŁŃ x ŊŠ ŸĂŹĎŇĚ y^L ŸĄĽĂ ŸĚĞĄŇ ŸŐĚŇŃ y-Ą ČŠŰ ŽĚŹŠŇ ĚĂ ,x^L + y ŮĞŹŐŇ ŸĄĚŠ ĂĚĎŹ ŁŃ y ŊŠ ŽŸČĆĎ ŽĂ ĄĚŽŃŇ ŊĽŇĚŃĽ ĚŘĂ ŁŃ .x + y^R -Ň ĚĂ x^R + y -Ň ŸĚĄŠŇ ŇĚŃĽ R ŔŮĞŹĎ ŔŤĚĂ ĚŽĚĂĄ .x + y^L ŮĞŹŐŇ :ŁŃ ĽĽĚĚŘĚŮ ĽŮĞŹŐ ŇŹ ŸĚĄĽĞĎ .x + y = {x^L + y, x + y^L | x^R + y, x + y^R} .ĎŸČĆĎĎŸČĆĎ

ĎŸČĆĎ y^′ ~∈y ĚĂ y = y^′ -Ě x^′ ~∈x ŊŊĂ ⟨x, y⟩ → ⟨x^′, y^′⟩ Ľ"Š ŔĚŽŘĎ → ŚĞĽĎ ŇŠ ĎĽŚŸĚŮŸĄ ĎŸČĆĎ ĂĽĎ ŽĂĘ .ĎĘ ŚĞĽŇ ŚĞĽĄ ĎĽŚŸĚŮŸĄ ŸĽČĆĎŇ ŸŹŤĂ ŔŃŇĚ ,ĄĹĽĎ ŚŚĚĄŐ ŚĞĽ ĂĚĎ ĎĘ ŚĞĽ ŊĆŹ ŽĚĂŸŇ ŇŮ .x = x^′ -Ě ĎĘ ŚĞĽ ŇŠ ĎĽŚŸĚŮŸĄ ŸĽČĆĎŇ ĎŰŸŘŹŃĚ ,"x, y ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ" ŸŐĂŘ ĎĘ ŚĞĽ ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ ĞĽŃĚĎŇ ĎŰŸŘŹŃ ."x, y ŇŠ ĎĽŚŸĚŮŸĄ" ŸŐĂŘ .(x, y ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ) .x + y = y + x .Ă .ĹŤŹŐ 2.16ĹŤŹŐ 2.16

ĹŤŹŐ 2.16 .(x, y, z ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ) .(x + y) + z = x + (y + z) .Ą .(x ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ) .x + 0 = x .Ć .(x, y ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ) .−(x + y) = (−x) + (−y) .Č .{0 |} + {0 |} = {{0 |} |} .ĂŐĆĚČĂŐĆĚČ

ĂŐĆĚČ ĽĂČĚĚĄ ĎĘ ĽŃ ,"ĄĚĹĎ ŔŮĞŹĎ" ĚŇ ĂŸŮŘ ŊĆĚ ,L ŔŮĞŹĎ ŇŹ ŽĚĂŸĎ ŽČĚŮŘŐ ĎŸĚŮŹ ĎŐĄ ŇŃŽŚŘ ĚŘĂ ĞĚŘĽŐĎ ŁŸĚŰŇ ."ŠŸĎ ŔŮĞŹĎ" ĚŇ ĂŸŮŘŹ R-Ň ČĚĆĽŘĄ ,L ŇŹ ŽĚĂŸĎ ŽČĚŮŘŐ ŔĚŃŘ

.ČĽŚŤŐ ŇĽĞŽŐĎ ŔŮĞŹĎ ĚĄ ŮĞŹŐ ĂĚĎ ŔĘĚĂŐ ŮĞŹŐ 2.17

ŔĘĚĂŐ ŮĞŹŐ 2.17 .ČĽŚŤŐ ĂĚĎ ĘĂ ŇĽĞŽŐ R ŊĂ ĚĄ ŮĞŹŐ ĂĚĎ ĽĄĚĽĞ-ŊČŮ ŮĞŹŐ

ĽĄĚĽĞ-ŊČŮ ŮĞŹŐ .ČĽŚŤŐ ĂĚĎ ĘĂ ŇĽĞŽŐ L ŊĂ ĚĄ ŮĞŹŐ ĂĚĎ ĽŇĽŇŹ-ŊČŮ ŮĞŹŐ

ĽŇĽŇŹ-ŊČŮ ŮĞŹŐ .ĽŇĽŇŹ ŊČŮĚ ĽĄĚĽĞ-ŊČŮ ĂĚĎ ŊŊĂ ŔĘĚĂŐ ĂĚĎ ŮĞŹŐ .ČĽŐŽ ĞŰŘŐ L ĚĄ ŊĂ ŸŐĚŇŃ ,ŔĘĚĂŐ ĚŘĽĂĚ ĽĄĚĽĞ-ŊČŮ ĂĚĎ ŊĂ ĽĄĚĽĞĽĄĚĽĞ

ĽĄĚĽĞ ĂĚĎ ŮĞŹŐ .ČĽŐŽ ĞŰŘŐ R ĚĄ ŊĂ ŸŐĚŇŃ ,ŔĘĚĂŐ ĚŘĽĂĚ ĽŇĽŇŹ-ŊČŮ ĂĚĎ ŊĂ ĽŇĽŇŹĽŇĽŇŹ

ĽŇĽŇŹ ĂĚĎ ŮĞŹŐ ŊĽĞČŮĂ ĄŸŮ-ĚČĄ ĚŐŃ ,ĞŰŘŐ ŇĽĞŽŐĎ ŊĎĄ ŊĽŮĞŹŐĎ ŊĎ ŊĽĽŇĽŇŹ-ŊČŮ ŊŘĽĂĚ ŊĽĽĄĚĽĞ-ŊČŮ ŊŘĽĂŹ ŊĽŮĞŹŐĎ .{0 | 0} ŮĞŹŐĄ ĚŐŃĚ ŊĽĄĚĹ ŊĽŠŇŮ ĽŘŹ ŔĽĄ ŽČŐŠ ŇŹ ĎŸČĆĎĎ ŔŐ ,ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ ,ŠĄĚŘ) .(ĽĄĚĽĞ-ŊČŮ) ĽŇĽŇŹ-ŊČŮ −x ŊŊĂ (ĽŇĽŇŹ-ŊČŮ) ĽĄĚĽĞ-ŊČŮ x .ĎŐŇ 2.18ĎŐŇ 2.18

ĎŐŇ 2.18 .(ŔĚĞŰĽŘ .(ĽĄĚĽĞ) ĽŇĽŇŹ −x ŊŊĂ (ĽŇĽŇŹ) ĽĄĚĽĞ x .x + (−y) ŽĂ ŔŐŚŘ x − y -Ą .Ă .ĎŸČĆĎ 2.19

ĎŸČĆĎ 2.19 .ĽĄĚĽĞ-ŊČŮ y − x ŊĂ x ≤ y ŸĽČĆŘ .Ą .ŊĽŇĚŮŹ

ŊĽŇĚŮŹ

ŊĽŇĚŮŹ y-Ě x ŊĽŮĞŹŐĎŹ ŸŐĂŘ ĎĘ ĎŸŮŐĄ .y ≤ x -Ě x ≤ y ŊĂ x ≡ y .Ć .y < x ŊĂ x > y .Ě .y ≤ x ŊĂ x ≥ y .Ď .y ≰ x -Ě x ≤ y ŊĂ x < y .Č .(2.14 -ĄĚ 2.16-Ą ŸĘŠĎ) .ĽĄĚĽĞ y − x ŊŊĂ x < y .Ă .ĎŐŇ 2.20ĎŐŇ 2.20

ĎŐŇ 2.20 .(ĽŇĽŇŹ-ŊČŮ) ĽĄĚĽĞ-ŊČŮ x ŊŊĂ (0 ≥ x) 0 ≤ x .Ą .ŔĘĚĂŐ x ŊŊĂ x ≡ 0 .Ć .ĽĄĚĽĞ ŊČŮ ĚŘĽĂ x^L ŞĂ ŊŊĂ ĽŇĽŇŹ-ŊČŮ x-Ě ,ĽŇĽŇŹ ŊČŮ ĚŘĽĂ x^R ŞĂ ŊŊĂ ĽĄĚĽĞ-ŊČŮ x .Ă .ĹŤŹŐ 2.21ĹŤŹŐ 2.21

ĹŤŹŐ 2.21 .y ≤ x^L ŊĽĽŮ ĂŇ x^L ŞĂŇĚ y^R ≤ x ŊĽĽŮ ĂŇ y^R ŞĂŇ ŊŊĂ x ≤ y .Ą .x, y ŇŠ ĎĽŚŸĚŮŸĄ ≤ ŇŹ ĎŸČĆĎ ’Ą ŮŇĞĄ ŽĚĂŸŇ ŸŹŤĂ ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ĂĽĎ ⟨x, R⟩ ŸŐĚŇŃ ,ČĽŚŤŐ ĂĚĎ ĘĂ x-Ą ŇĽĞŽŐ R ŸŹĂŃ ŊŊĂ ĽĄĚĽĞ ŊČŮ x ĎŸČĆĎĎ ĽŤŇ .Ă .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ ĂĽĎ ⟨x^R, L⟩ x ŇŹ x^R ŽĽŘŐĽ ĎĽŰŤĚĂ ŇŃŇ ŊŊĂ ŊĽĽŮ ĎĘ 2.8-Ą ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ ŇŹ ŽĽĄĽŚŸĚŮŸĎ ĎŸČĆĎĎ ĽŤŇ .L-Ň .ĽŇĽŇŹ ŊČŮ x^R-Ź ĎŘŠĹĎ ŽŇĽŇŹ ŮĚĽČĄ ĂĽĎ ŽĂĘ ĎŘŠĹ .ĞŰŘŐ L ĘĂ x^R-Ą ŇĽĞŽŐ L ŊĂ ŸŐĚŇŃ ,L-Ň ŔĚĞŰĽŘ ŽČŐŠ .ŇĽĄŮŐ ŔŤĚĂĄ ĞŃĚŐ ’Ă ŇŹ ĽŘŹĎ ŮŇĞĎ y − x ŇŹ ŽĽŘŐĽ ĎĽŰŤĚĂ ŞĂ ŊŊĂ ŊĽĽŮ ĎĘ ’Ă ŮŇĞ ĽŤŇĚ ,ĽĄĚĽĞ ŊČŮ y − x ŊŊĂ x ≤ y -Ź ŊĽĽŮ ≤ ŽŸČĆĎ ĽŤŇ .Ą ŊŊĂ ĽŇĽŇŹ-ŊČŮ y^R − x 2.18-Ě 2.16 ĽŤŇ .y − x^L-Ě y^R − x ŔĎ y − x ŇŹ ŽĚĽŘŐĽĎ ŽĚĽŰŤĚĂĎ .ŽĽŇĽŇŹ ŊČŮ ĎŘĽĂ ŊŊĂ ĽŇĽŇŹ-ŊČŮ y − x^L ĎŐĚČ ŔŤĚĂĄ .y^R ≤ x -Ź ŸŐĚĂ ĎĘ ≤ ŽŸČĆĎ ĽŤŇĚ ,ĽĄĚĽĞ ŊČŮ −(y^R − x) = x − y^R .ĎŐĚČ ŔŤĚĂĄ ĞŃĚŐ ’Ą ŇŹ ĽŘŹĎ ŮŇĞĎ .’Ą ŇŹ ŔĚŹĂŸĎ ŮŇĞĎ ĞŃĚĎ ŁŃĄ .y ≤ x^L ŇŠ ŸŽĽ .ŔĚĞŰĽŘĎĚ ŽĚŸĞŽĎ ĽĆŹĚŐ ŁŸČ ĂŇ ĽĽĚĚŘĚŮ ĽŮĞŹŐŇ ŽĽŤĚŇĞ ĎŹĽĆ ŊĆ ŽŐĽĽŮ .ĽĚĚŘĚŮ ĽŮĞŹŐŇ ŽĽŤĚŇĞĎ ĎŹĽĆĎ

ĽĚĚŘĚŮ ĽŮĞŹŐŇ ŽĽŤĚŇĞĎ ĎŹĽĆĎ ĄĹĽĎ ŽĚŚŚĚĄŐ ŽĚŰĚĄŮ ŇŹ ŽĚĆĚĘ ŊĎ ĽĽĚĚŘĚŮ ĽŮĞŹŐ ŽĂĘ ĎŹĽĆ ĽŤŇ .ŇŇŃ ŊĽŮĞŹŐ ŊĎĄ ŽĚĂŸŇ ŊĽĄĽĽĞ ĚŘŘĽĂ ,ŔŃ ŚĚŘĽŐĎ ŽĚŇĚŠŤ .’Ą2.21 ĽŤŇ ĎĽŚŸĚŮŸĄ ĎĽŚŸĚŮŸĄ ŸČĆĚŐ ĚŇĂ ŽĚĆĚĘ ŇŠ ≤ ŚĞĽĎ .2.9-Ą ĚŐŃ ĎĽŚŸĚŮŸĄ ŊĽŸČĆĚŐĎ ĎĂŸŘ .2.19-Ą ĚŐŃ ŊĽŸČĆĚŐ >-Ě ≥ ,< ,≡ ŊĽŚĞĽĎĚ x − y ŹŸŤĎĎ .2.15-Ě 2.13-Ą ĚŐŃ ĎĽŚŸĚŮŸĄ ŽĚŸČĆĚŐ ŸĚĄĽĞĎĚ ŽĚŸĽŹĽ ĚĞŃĚĎ 2.16-Ě 2.14 ŊĽĹŤŹŐĎ .ĎŽŠ ČŠ ĚŇĂ ŊĽŮĞŹŐ ŇŠ ĚŘĞŃĚĎŹ ĎŐ ŇŃĄ ŹŐŽŹĎŇ ŊĽŇĚŃĽ ĚŘĂ ŽĂĘ ŁŸČĄ ŊĆŹ .ŊĽĂĄĎ ŊĽĹŤŹŐĎ ŽĂ ĚŇĂ ŽĚŸČĆĎŐ ĞĽŃĚŘĚ ŁĽŹŐŘ .ĚŇĂ ŽĚŸČĆĎŐ .(x, y ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ ,’Ą2.21-Ő) .−y ≤ −x ŊŊĂ x ≤ y .ĹŤŹŐ 2.22ĹŤŹŐ 2.22

ĹŤŹŐ 2.22 .(x, y ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ) .y − x ≥ 0 ŊŊĂ x ≤ y .ĹŤŹŐ 2.23ĹŤŹŐ 2.23

ĹŤŹŐ 2.23 ŊČŮ ĂĚĎ ŊĂ ĽĄĚĽĞŃĚ ,(0 ≥) 0 ≤ ĂĚĎ ŊĂ (ĽŇĽŇŹ-ŊČŮ) ĽĄĚĽĞ-ŊČŮŃ ŮĞŹŐ ĎŽŠ ŸĽČĆŘ ≤-Ő ŽĂŰĚĽĎ ĎŹĽĆĄ .’Ą2.21-Ą ≤ ŽŸČĆĎŐ ČĽĽŐ ŠĄĚŘ ’Ă2.21 .’Ą2.19 ĎŸČĆĎ ĎŽŠ ŽŐĽĽŮŽŐ 2.23 ĽŤŇ .ĽŇĽŇŹ-ŊČŮ ĚŘĽĂĚ ĽĄĚĽĞ .(ĽŇĽŇŹ) ĽĄĚĽĞ x ŊŊĂ (0 > x) 0 < x .Ă .ĎŐŇ 2.25ĎŐŇ 2.25

ĎŐŇ 2.25 .x − y ≡ 0 ŊŊĂ x ≡ y .Ą .−x ≡ −y ĘĂ x ≡ y ŊĂ ŸŐĚŇŃ ,ŽĚŇĽŮŹŇ ĎŹĽČĂ ŚĚŘĽŐĎ ŽŇĚŠŤ .Ć

13 ŊĽŸŤŚŐĚ ŊĽŮĞŹŐ :’Ą ŮŸŤ 2002 ŸĄŐĄĚŘĄ 22

.x ≤ z ĘĂ y ≤ z -Ě x ≤ y ŊĂ .(≤ ŽĚĽĄĽĹĽĘŘŸĹ) ĹŤŹŐ 2.26ĹŤŹŐ 2.26

ĹŤŹŐ 2.26 z^R ≰ x ,≤ ŇŹ ŽĽĄĽŚŸĚŮŸĎ ĎŸČĆĎĎ ĽŤŇ ,ŸŐĚŇŃ ,x ≤ z ĽŃ ĞĽŃĚĎŇ ĚŘĽŇŠ .x, y, z ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ ĎĞŃĚĎ ŇŹ ŽĽĄĽŚŸĚŮŸĎ ĎŸČĆĎŇ ČĚĆĽŘĄ z^R ≤ y ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎŐ ŠĄĚŘ x ≤ y -Ź ŔĚĚĽŃŐ ĘĂ z^R ≤ x ŊĂ .z ≰ x^L -Ě ŽĽĄĽŚŸĚŮŸĎ ĎŸČĆĎŇ ČĚĆĽŘĄ ,y ≤ x^L ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎ ĽŤŇ ĘĂ y ≤ z -Ź ŔĚĚĽŃŐ ĘĂ ,z ≤ x^L ŊĂ .y ≤ z ĎĞŘĎĎ .x ≤ y ĎĞŘĎĎ ŇŹ .x ≤ x -Ě ,x ≰ x^L ,x^R ≰ x ,x ŇŃŇ .ĹŤŹŐ 2.27ĹŤŹŐ 2.27

ĹŤŹŐ 2.27 .x ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ ČĞĽ ŊĽĞŃĚŐ ŊĽŮŇĞĎ ŽŹĚŇŹ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ .x ≡ x .Ă .ĹŤŹŐ 2.28

ĹŤŹŐ 2.28 .x − x ≡ 0 .Ą .≤ Ľ"Š ŽĽŮŇĞ ŽĚŸĚČŚ ŔĎ ĚŇŹ ŽĚŇĽŮŹĎ ŽĚŮŇĞŐĚ ŽĚŇĽŮŹ ŚĞĽ ĂĚĎ ŊĽŮĞŹŐĎ ŇŹ ŽĚŇĽŮŹĎ ŚĞĽ .Ć ŊĆ ’Ą ŽĂ ĞĽŃĚĎŇ ŸŹŤĂ ŊĽŮĞŹŐĎ ŽĚŠŰŐĂĄ ĎŹĽĆĄ .’Ą2.25 ĽŤŇ ŊĽŇĚŮŹ ’Ą-Ě ’Ă-Ě ,2.27-Ő ČĽĽŐ ŠĄĚŘ ’Ă .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ ŔĽĄŐ ĽŘŹĄ ĄŇŹ ŇŃĄ ŽĚŹŠŇ ĂĽĎŹ ,x + (−x) ŮĞŹŐĄ ŔŘĚĆŽŐĎ ŔŮĞŹĎ ŇŹ ŔĚĞŰĽŘĎ ŽĽĆĹŸĹŚĂ ŸĚĂĽŽ Ľ"Š ŽĚŸĽŹĽ .ŊĽŮĞŹŐĎ ČĞĂĄ ŞĽŮŽŐĎ ĎŹĚŠŹ ĎŐŐ ŁŤĽĎĎ ŽĂ −x-Ě x ŊĽŮĞŹŐĎ .(2.16-Ě 2.23-Ő ŠĄĚŘ) .x + z ≤ y + z ĘĂ x ≤ y ŊĂ .Ă .ĹŤŹŐ 2.29ĹŤŹŐ 2.29

ĹŤŹŐ 2.29 .(≤ ŽĚĽĄĽĹĽĘŘŸĹŐĚ ’ĂŐ ŠĄĚŘ) .ĽĄĚĽĞ-ŊČŮ x + y ŊĆ ĘĂ ŊĽĽĄĚĽĞ-ŊČŮ x, y ŊĂ .Ą .ŽĚŇĽŮŹŇ ĎŹĽČĂ ŊĽŮĞŹŐ ŇŹ ŸĚĄĽĞĎ ŽŇĚŠŤ .Ć ĂŸŮŘ ĎŇ ŊĆŹ ,ŊĽŮĞŹŐĎ ŸĚĄĽĞ ŽŇĚŠŤŐ ŽŇĄŮŽŐĎ ŽĚŮŇĞŐĎ ŇŠ ĎŇĚŠŤĎ ŊŠ ŊĽŮĞŹŐĎ ŇŹ ŽĚŇĽŮŹĎ ŽĚŮŇĞŐ .Č ŇĄŮŽŐĎ ŽĚŮŇĞŐĎ ŔĽĄ ŚĞĽĎ ŊŠĚ ,ĽČĆŘĎ ŽŇĚŠŤŃ ŚĚŘĽŐŐ ŽŇĄŮŽŐĎ ĎŇĚŠŤĎ ŊŠ ,0 ŸĄĽĂŃ 0 ŇŹ ĎŮŇĞŐĎ ŊŠ ,ŸĚĄĽĞ .ŽĽŮŇĞ ĎŸĚČŚ ŽĽŤĚŇĽĞ ĎŸĚĄĞ ŽĚĚĎŐ ,≤-Ő .x + z < y + z ŊŊĂ x < y .Ď ČĚČŐŇ ŸŹŤĂ ŊĎĄŹ ŊĽŮĞŹŐ ŹĽŹ ĚŘĽĂŸ ŹĚĄŘŮĂĎĎ ŮĞŹŐ ŇŹ ŽĚĂŐĆĚČĄ (ŊĽĽŇĂĽŸĚŚ) ŊĽĽŹŐŐ ŇŠ ŊĽŸŤŚŐ 2.30

(ŊĽĽŇĂĽŸĚŚ) ŊĽĽŹŐŐ ŇŠ ŊĽŸŤŚŐ 2.30 ŮĞŹŐ ŇŹ ŽĽŇĂĽĄĽŸĹ ĎŚŸĽĆ Ľ"Š ŔĂŃ ŽĂĘ ŊĽĆČŘ .ĚĄĽŸĽ ŇŠ ŊĽŘŮĞŹĎ ČĞĂŇ ŹĽŹ ŊĽŃŇĎŐĄ ŔĚŸŽĽĎ ŽĂ ŸŤŚŐ Ľ"Š .ŽĽŘŐĽĎ ĎŐŸŠĄ ŽĚĽŮŚĽČ r-Ě ŽĽŇĂŐŹĎ ĎŐŸŠĄ ŽĚĽŮŚĽČ l ŊŠ ŽĚĽŮŚĽČ ŇŹ ŽĚŐĽŸŠ ĽŽŹ ŹĽ ĎĘ ŮŹŐĄŹ ĞĽŘŘ .ŊĽŘĎ ĎŰĚŸ ŔŮĞŹ ŇŃŹ ŔĚĚĽŃŐ .ŽĽŘŐĽĎ ĎŐŸŠĎ ŔŐ ŮŸ R-Ě ŽĽŇĂŐŹĎ ĎŐŸŠĎ ŔŐ ŮŸ ŽĚĽŮŚĽČ ŽĞŮŇ ŇĚŃĽ L ŽĂĘĎ ĎŚŸĆĄ ĽŃ ŔĘĚĂŐ ŮĞŹŐĎ ĘĂ l = r ŊĂ .ĚŇŹ ĎŐŸŠĎ ŔŐ ŽĞĂ ŽĽŮŚĽČ ŮŸ ŁŇĎŐ ŇŃĄ ČĽŸĚĽ ĂĚĎ ŸŹŤĂĎ ŇŃŃ ĄŸ ŔŐĘ ČĚŸŹŇ ŊĽŃŇĎŐ l − r ŇŹ ŔĚŸŽĽ ŹĽ ĽŇĂŐŹĎ ŔŮĞŹŇ ĘĂ l > r ŊĂ .ĚĄĽŸĽŇ ĚŸŐĆĽĽŹ ĽŘŤŇ ŽĚĽŮŚĽČĎ ĚŸŐĆĽĽ ŇĽĞŽŐĎ ŔŮĞŹŇ ,ŔĘĚĂŐ ŮĞŹŐĎŹ ŸŐĚĂ ĎĘĚ ,0 ĂĚĎ ĎĘ ŁŸŠ r = l ŊĂĚ ,l − r ĂĚĎ ŮĞŹŐĎ ŇŹ ŁŸŠĎŹ ĎŸŮŐ ŇŃĄ ŸŐĂŘ ĚŘĂ .ĚĄĽŸĽ ŇŠ .ŊĽŃŇĎŐ |l − r| ŇŹ ŔĚŸŽĽ R-Ň ŹĽŹ ŸŐĚĂ ĎĘĚ ĽŇĽŇŹ ĂĚĎ ŮĞŹŐĎ ŁŸŠ l < r ŊĂĚ ĂĚĎ ĽŇĽŇŹ ĂĚĎ ĎĘ ŁŸŠ ŊŠĚ ,ŊĽŃŇĎŐĄ R ŇŠ L ŇŹ ŔĚŸŽĽĎ ĂĚĎŹ ŁŸŠ ŮĞŹŐ ŇŃŇ ŽŽŇ ,ŔŃ ŊĂ ,ĂĚĎ ŔĚĽŠŸĎ ĂŇ .ŊĎŐ ĚĎŹŐ ĘĄĘĄŐ ĂĚĎ ŁŇĎŐ ŇŃĄŹ ŊĽĄĂŹŐ ŔŮĞŹ ŇŃŇ ŹĽ ŊĎĄ ŊĽŮĞŹŐŇ ČĄĚŠ ĎĘ .L ŇŠ R ŇŹ ŔĚŸŽĽ ŇŠ ČĽŠŐ ŹĽŹ ŊĽĄĂŹŐ ĘĄĘĄŐ ĂŇĚ ,ĚĄŰŐ ŽĂ ŸŤŹŐ ĂŮĚĚČ ĂĚĎ ŮĞŹŐ ŔŮĞŹ ŸŹĂŃ ŊĎĄ ŊĽŮĞŹŐ ŹĽ .ĎĘŃ ĂĚĎ ŮĞŹŐ ŇŃ ĂĚĎŹ ĎĘĄ ĚĄŰŐ ŽĂ ŸŤŹŐ ĂŮĚĚČ ŇĽĞŽŐĎ ŔŮĞŹĎ ,{0 | 0} ŮĞŹŐĄ ĚŐŃ ,ĞŰŘŐ ŇĽĞŽŐĎ ĚĄ ŮĞŹŐ ŇŃĄ ,ŇŹŐŇ .ĚŇ ŮĞŹŐ ŔŽŘĽĎĄ .ĚĄŰŐ ŽĂ ŠŸŐ ĂĚĎ ŮĞŹŐ ŔŮĞŹ ŊĂŹ ĎŘŠĹĎ ŽĂ ŽĽĹŐŽŐ ĎŸČĆĎŇ ŊĆŸŽŇ ČŰĽŃ ĎŽŠ ĎĂŸŘ .ŮĞŹŐ ĎŽŠ ŊĽŇŃŽŚŐ ĚŘĂ .ĚĎŹŇŃ x^R-Ň ŸĄĚŠ ŮĞŹŐĎ ĘĂ ŮĞŹŐ R ŊĂĚ ĚĎŹŇŃ x^L-Ň ŸĄĚŠ ŮĞŹŐĎ ĘĂ ŮĞŹŐ L ŊĂ ,x ŽĚĽĎŇ ŇĚŃĽ ĂŇ x^L-Ź ŁŃŇ ŽŐĆŸŽĽŐ ĚĎŹŐ ČĄĂŐ ŮĞŹŐŹ ĽŐŹ ĎŘŠĹĎĚ ,ŊŐŰŠ ĽŘŤĄ ŊĽŮĞŹŐ ŇŠŃ x^R ŇŠĚ x^L ŇŠ .x^R ŸŹĂŐ (R-Ň ŠŸ ŸŽĚĽĚ) L-Ň ĄĚĹ ŽĚĞŤ ŹŐŐ x^L-Ź 2.31-Ą ĎĂŸŘĚ ,x^R ĚŐŃ ŽĚĞŤŇ (R-Ň ŠŸĚ) L-Ň ĄĚĹ ĽĎŐ ĎŽŠ ĎĂŸŘ ĎŇĽĞŽ .ĎŽŠ ĎŹŠŘ ŽĂĘ ŽĂĚ ,ŊĽĄĂŹŐ ĘĚĄĘĄ ĽŮĞŹŐ ŊĎŹ ŊĽŮĞŹŐŇ ŮŸ ŁŸŠ ŽŽŇ ŊĽŇĚŃĽ ĚŘĂ .ĞŰŘŐ L ĘĂ ĚĄ ŇĽĞŽŐ R ŸŹĂŃ ŊĂ ĽĄĚĽĞ ŊČŮ ĂŸŮŘ ŮĞŹŐ .ŁŸŠ ĽŇŠĄ ŊĽŮĞŹŐŇ ŸČŚĎĚ ŽĚĽĄĚĽĞĎ ĽĆŹĚŐ ŽĚŠŐŹŐ ĚŃŸŠŹ ŁŸŠ ŇŠĄ ŮĞŹŐ .0 ≤ ŮĞŹŐĎ ŁŸŠŹŃ ŮĚĽČĄ ĎŸĚŮ ĎĘĚ ,ŔĚŸŽĽ ŇŃ R-Ň ŔĽĂ ŸŹĂŃ ĘĂ ŮĚĽČĄ ŽĚŸŮŇ ŇĚŃĽ ĎĘ ĚŃŸŠŹ ŮĞŹŐĚ ,ĘĄĘĄ ĚĄĽŸĽŹ ĽŘŤŇ ĚĎŹŐ ĘĄĘĄ ŇĽĞŽŐĎĚ ŊĽĚĚŹ ŊĽĄĂŹŐ ŊŠ ŊĽŇĽĞŽŐ ŊĽŘŮĞŹĎ ĽŘŹ ĽŃ ŔĘĚĂŐ ĂĚĎ 0 ĂĚĎ ĽĄĚĽĞ ĂĚĎ ŁŸŠ ŇŠĄ ŮĞŹŐ ŔŃŇ .ŇĽĞŽŐ ĂĚĎ ŸŹĂŃ ŊĆ ,ĞŰŘĽ ĂĚĎ ŔŃŇĚ ŊĽŘŮĞŹĎ ČĞĂŇ ŔĚŸŽĽ ĚĄ ŹĽ ŚŤĂ ĚŘĽĂ .ĽĄĚĽĞ ĚŃŸŠ ŸŹĂŃ ŮĚĽČĄ ŽŤŇĞĎĄ x ĚŐŃ ŮĞŹŐ ĚŽĚĂ ĚĎĘ ĽŃ x ŇŹ ŁŸŠĎ ŚĚŘĽŐ ĂĚĎ ĚŃŸŠĚ ŁŸŠ ŇŠĄ ĂĚĎ −x ŊĆ ŁŸŠ ŇŠĄ x ŮĞŹŐ ŇŃŇ ŮĞŹŐ ĂĚĎ ŁŸŠ ĽŇŠĄ ŊĽŮĞŹŐ ĽŘŹ ŇŹ ŊĚŃŚĎ .ĽŘŹŇ ŸĄĚŠ ČĞĂ ŔŮĞŹ ŇŹ ŔĚŸŽĽĎ ŔŃŇĚ ,ŊĽŘĚŹĎ ŊĽŘŮĞŹĎ ĽČĽŮŤŽ

ĘĂ ĽŇĂŐŹĎ ŔŮĞŹŇ ŔĚŸŽĽ ŹĽ ŊĽŮĞŹŐĎ ĽŘŹĄ ŊĂ ,ŇŹŐŇ .ŊĽŮĞŹŐĎ ĽŘŹ ŇŹ ŊĽŃŸŠĎ ŊĚŃŚ ĂĚĎ ĚŃŸŠŹ ŁŸŠ ŇŠĄ ŔĚŹĂŸĎ ŮĞŹŐĄ ŊĽŃŇĎŐĎ ŞČĚŠ ŊĆ ĚŽĚŹŸŇ ČŐĚŠ ŊĽŸĄĚĞŐĎ ŊĽŮĞŹŐĎ ĽŘŹŐ ČĞĂĄ ĄŇŹ ŇŃĄ ŮĞŹŐ ĂĚĎŹ ŔĚĚĽŃŐ ŇŠĄ ĂĚĎ x − y ŊĆ ĘĂ ŁŸŠ ĽŇŠĄ ŊĎ y-Ě x ŊĂŹ ŠĄĚŘ ,x + y ŇŹĚ −x ŇŹ ŁŸŠĎ ŇŠ ĚŘŸŐĂŹ ĎŐŐ ĎĂŰĚŽŃ .ĽŘŹĄ ŊĆĚ ŽĚĞŤ y ŁŸŠ ŊŊĂ ,ĽĄĚĽĞ y − x ŁŸŠ ŊŊĂ ,ĽĄĚĽĞ y − x ŊŊĂ x < y ŁŃ .y-Ě x ŇŹ ŊĽŃŸŠĎ ŹŸŤĎ ĂĚĎ ĚŃŸŠĚ ŁŸŠ .y ŁŸŠŐ ŔĹŮ x ŁŸŠ ŊŊĂ ,ĽĄĚĽĞ ĂĚĎ x ŁŸŠ ŽĚŸĞĂ ŊĽŇĽŐĄĚ ,ĚŇŹ ŊĽĄĂŹŐĎ ŔŐ ĚĎŹŐ ĘĄĘĄŐ ŔŮĞŹĎ ČŠŰ ŇŃĄŹ ĂĚĎ ŁŸŠ ŇŠĄ ŮĞŹŐĄ ŔĚĽŠŸĎ ĚŘŸŐĂŹ ĽŤŃ ŽĽŘŐĽ ĎĽŰŤĚĂ ŇŃĚ x ŇŹ ĎĘŐ ŔĹŮ ŁŸŠ ŽŇŠĄ ĂĽĎ x ŮĞŹŐ ŇŹ ŽĽŇĂŐŹ ĎĽŰŤĚĂ ŇŃ ŔŃŇ .ĚŇŹ ŔĚŸŽĽĎ ŽĂ ŔĽĹŮŐ ĂĚĎ .(ĽŘŐĽĎ ŇŹ ĚĄĽŸĽ ĂĚĎŹ ,ĽŇĂŐŹĎ ŔŮĞŹĎ ŇŹ ŔĚŸŽĽĎ ĂĚĎ ŁŸŠĎ ĽŃ) x ŇŹ ĎĘŐ ŇĚČĆ ŁŸŠ ŽŇŠĄ ĂĽĎ x ŇŹ ĚŘĂŹ ŔĚĚĽŃŐ ,ŔŃ ĚŐŃ .x^R-Ě x^L ŞĂŇ x^L ≥ x^R ŊĽĽŮ ĂŇ ŊĎĄ ŊĽŮĞŹŐ ĚĽĎĽ ŁŸŠ ĽŇĄ ŊĽŮĞŹŐ ,ŇĽŠŇ ĚŘŸŐĂŹ ĽŤŃ ŊĽŮĞŹŐŇ .ŁŸŠ ŽĚŇŠĄ ŔĎ ŊĎŇŹ ŽĚĽŰŤĚĂĎ ŇŃŹ ĚŇĂŃĄ ŮŸ ŮĚŚŠŘ ŁŸŠ ĽŇŠĄ ŊĽŮĞŹŐ ŇŹ ŽŸĆŚŐĄ ŸĂŹĎŇ ŊĽŰĚŸ .ŊĽŸŤŚŐŃ ĚŘŽĚĂ ĚŹŐŹĽ ĚŇĂ ĽŃ ,ŊĽŸŤŚŐ ŸĚŰĽŮĄĚ ,ĽĽĚĚŘĚŮ ĽŸŤŚŐ ĚĂ ŊĽĽŹŐŐ-ŇŠ ŊĽŸŤŚŐ ĂŸŮŘ ĚŇĂŃ ĎŘĽĂ ĚŇŹ ŽĽŘŐĽ ĎĽŰŤĚĂ ŞĂĚ ŊĽŸŤŚŐ ŔĎ ĚŇŹ ŽĚĽŰŤĚĂĎ ŇŃ ŊĂ ,ŸŤŚŐŸŤŚŐ

ŸŤŚŐ ŸĚŰĽŮĄĚ ,ĽĽĚĚŘĚŮ ŸŤŚŐ

ĽĽĚĚŘĚŮ ŸŤŚŐ

ĽĽĚĚŘĚŮ ŸŤŚŐ ĂĚĎ x ŮĞŹŐ .ĎŸČĆĎĎŸČĆĎ

ĎŸČĆĎ .ĚŇŹ ŽĽŇĂŐŹ ĎĽŰŤĚĂŐ ĎĚĚŹ ĚĂ ĎŘĹŮ .(x ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ) .x < x^R -Ě x^L < x ĚŇŹ ŽĚĽŰŤĚĂĎ ŇŃŇŹ ŊĽĽŮ x ŸŤŚŐŇ .2.312.312.31 .y ≤ x ĚĂ x ≤ y ŊĽĽŮ x, y ŊĽŸŤŚŐŇ .Ă .ĹŤŹŐ 2.32ĹŤŹŐ 2.32

ĹŤŹŐ 2.32 .ŊĽŸŤŚŐĎ ŇŹ ŽĚŇĽŮŹĎ ŽĚŮŇĞŐ ŇŠ ŸČŚ ŚĞĽ ĂĚĎ < .Ą :ŊĽĽŮ x, y ŊĽŸŤŚŐŇ .ĹŤŹŐ 2.33

ĹŤŹŐ 2.33 .x^L < y x^L ŇŃŇĚ x < y^R y^R ŇŃŇ ŊŊĂ x ≤ y .Ă .x^L < y < x^R -Ě y^L < x < y^R ŊĽĽŮ x^L, x^R, y^L, y^R ŇŃŇ ŊŊĂ x ≡ y .Ą .x ≤ y^L -Ź ŁŃ y^L ŊĽĽŮŹ ĚĂ x^R ≤ y -Ź ŁŃ x^R ŊĽĽŮ ŊŊĂ x < y .Ć (?ĚŇĂ ŊĽĂŘŽ ĽŘŹŐ ČĞĂ ŇŃ ŸŸĚĆ x < y ŊĂĎ) .2.32-Ě ’Ą2.21-Ő ŠĄĚŘ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ .ŸŤŚŐ ĂĚĎ 0 .Ă .ĹŤŹŐ 2.34

ĹŤŹŐ 2.34 .ŔŃ −x ŊĆ ŸŤŚŐ x ŊĂ .Ą .ŔŃ x + y ŊĆ ŊĽŸŤŚŐ x, y ŊĂ .Ć .ŊĽŮĞŹŐĎ ŇŹ ŽĚŇĽŮŹĎ ŽĚŮŇĞŐ ŽŸĚĄĞ ŇŹ ĎŸĚČŚ ĎŸĚĄĞ-ŽŽ ŊĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŇŹ ŽĚŇĽŮŹĎ ŽĚŮŇĞŐ .Č .2.22-Ą ŹĚŐĽŹ ŁĚŽ ,x ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ .Ą .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ .2.29-Ą ŹĚŐĽŹ ŁĚŽ x, y ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ .Ć y ∈ B ŊĽĽŮ x ∈ A ŇŃŇ ŊĂ A ŊĽŮĞŹŐĎ ŽŰĚĄŮ ŽĂ (ŠŸŇŐ) ŇĽŠŇŐ ŽŐŚĚĞ B ŊĽŮĞŹŐ ŽŰĚĄŮŹ ŸŐĂŘ .ĹŤŹŐ 2.35ĹŤŹŐ 2.35

ĹŤŹŐ 2.35 .ĎŽŸĄĞ ŽĂ (ŠŸŇŐ) ŇĽŠŇŐ ŽŐŚĚĞ ŔĎŐ ŽĞĂ ŇŃ ŊĂ ČĞĽ (ŽĚŇĽĞŽŐ) ŽĚŸŐĆŘ B -Ě A -Ź ŸŐĂŘ .(y ≤ x) x ≤ y -Ź ŁŃ .(2.27-ĄĚ ’Ą2.21-Ą ŹŐŽŹĎ) .x ≤ y ĘĂ Y_R ŽĂ ŠŸŇŐ ŽŐŚĚĞ X_R-Ě X_L ŽĂ ŇĽŠŇŐ ŽŐŚĚĞ Y_L ŊĂ .Ă .x ≡ y ĘĂ ČĞĽ ŽĚŇĽĞŽŐ Y_R-Ě X_R-Ě ČĞĽ ŽĚŸŐĆŘ Y_L -Ě X_L ŊĂ .Ą .X = {l | r} ĘĂ r ĽŸŠĘŐ ŸĄĽĂ X_R-ĄĚ l ĽĄŸĽŐ ŸĄĽĂ X_L-Ą ŹĽ ŊĂ .Ć .X = {| r} ĘĂ X_R -Ą ĽŸŠĘŐ ŸĄĽĂ r-Ě X_L = ∅ ŊĂĚ ,X = {l |} ĘĂ X_L -Ą ĽĄŸĽŐ ŸĄĽĂ l-Ě X_R = ∅ ŊĂ .Č .y ≡ x ĘĂ ŊĎŇ ŊĽŇĚŮŹ ŊĽŮĞŹŐĄ x ŇŹ ŽĚĽŰŤĚĂ ŽŤŇĞĎ Ľ"Š x ŮĞŹŐŐ ŇĄŮŽŐ y ŮĞŹŐ ŊĂ .Ď ĚŘŐŚĽ ,ŊĽŚŮČŘĽĂ ĽŇĄ ĚĂ ŊĂ ,x, y, z ŔŃŇ .ŊĽŸĞĂ ŊĽŮĞŹŐĄ ĂŇĚ ŊĽŸŤŚŐĄ ŮŸ ČĽŐŽ ĹŠŐŃ ŮĚŚŠŘ ŁŇĽĂĚ ŔĂŃŐ .ŽŸĞĂ ŹŸĚŤŐĄ ŸŐĂŘ ŊĂ ĂŇĂ ,’ĚŃĚ ŊĽŸŤŚŐ ŇŹ ŽĚŰĚĄŮ ĚŘŐŚĽ ,ŊĽŚŮČŘĽĂ ĽŇĄ ĚĂ ŊĂ ,X, Y, Z ,ŊĽŸŤŚŐ x ≤ y ,ŽĚŸĞĂ ŊĽŇŐĄ .x^R ≤ y ĚĂ y^L ≥ x ŊĽĽŮ ŊŊĂ x < y :ŁŃ ĞŚŘŇ ŊĽŇĚŃĽ ĚŘĂ ŊĽŸŤŚŐŇ ŸČŚĎ ŽŸČĆĎ ŽĂ .x < y^R ŇŃŇĚ x^L < y ŇŃŇ ŊŊĂ ŸŹĂŃ ŊĽĽŮ ĽĂČĚĚĄ ĎĘĚ) y^R -Ě y^L ŇŃŇ y^L ≱ x ≱ y^R -Ź ŁŃ ŸŤŚŐ x -Ě ŮĞŹŐ y ĚĽĎĽ .ŊĽĽŘĽĄĎ ĹŤŹŐ 2.36ŊĽĽŘĽĄĎ ĹŤŹŐ 2.36

ŊĽĽŘĽĄĎ ĹŤŹŐ 2.36 .x ≡ y ĘĂ ,ĚŇĂ ŽĚŘĚŃŽ ŽŇŠĄ ĎŘĽĂ x ŇŹ ĎĽŰŤĚĂ ŞĂŹ ŁŃĚ (y^L < x < y^R ŽĂ ŊĽĽŮŐ 0 ĘĂ ŽĚĽĄĚĽĞ ŔĎ y ŇŹ ŽĚĽŘŐĽĎ ŽĚĽŰŤĚĂĎ ŇŃĚ ŽĚĽŇĽŇŹ ŔĎ y ŇŹ ŽĚĽŇĂŐŹĎ ŽĚĽŰŤĚĂĎ ŇŃ ŊĂ ,ŇŹŐŇ .y ≡ 0 ŔŃŇĚ x-Ň ŽĚŹĽŸČĎ

15 ŊĽŸŤŚŐĚ ŊĽŮĞŹŐ :’Ą ŮŸŤ 2002 ŸĄŐĄĚŘĄ 22

ĚŘĽŇŠĚ ,x^R ≤ y -Ź ŁŃ x^R ŊĽĽŮŹ ĚĂ ,ŔĚŽŘŇ ČĚĆĽŘĄ ĎĘĚ ,x ≤ y^L -Ź ŁŃ y^L ŊĽĽŮŹ ĚĂ ĘĂ ,y ≰ x ĞĽŘŘ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ ŊŇĚĂ ,ŊĽĽĚŚŐ y^L ŸĚĄŠ x^R ≤ y^L ŊĽĽŮŹ ĚĂ x ŇŹ ŽĚĽŰŤĚĂĎ ŇŠ ĹŤŹŐĎ ŽĞŘĎ ĽŤŇ .ĎŸĽŽŚŇ ĂĽĄŐ ĎĘ ŊĆŹ ŽĚĂŸĎŇ ĎŸŮŐĄ ŊĽŮŚĚŠ ĚŘĂŹ ŔĚĚĽŃŐĚ y^R ≤ x^R ŊĽĽŮŹ ĚĂ ,ĹŤŹŐĎ ŽĞŘĎŇ ČĚĆĽŘĄ ,x < x^R ≤ y^L ,ŸŤŚŐ x-Ź ŔĚĚĽŃŐ ,ĘĂ .2.27-Ň ČĚĆĽŘĄ y^R ≤ y ŇĄŮŽŐ x^R ≤ y ĚĄ .ĎŐĚČ x ≰ y ĚĄ ĎŸŮŐĄ ŇĚŤĽĹĎ ĚŇĽŤĂ ĽČĚ) Y_L < x < Y_R ŊĽĽŮĚ ,Y_R ⊇ X_R ,Y_L ⊇ X_L -Ź ŁŃ ŮĞŹŐ ĂĚĎ y-Ě ŸŤŚŐ ĂĚĎ x ŊĂ .Ă .ĎŘŮŚŐ 2.37ĎŘŮŚŐ 2.37

ĎŘŮŚŐ 2.37 .y ≡ x ĘĂ ,( y^R -Ě y^L ŇŃŇ y^L ≱ x ≱ y^R -Ź ŁŃĄ .x ≡ z ĘĂ X_L, Z_L < x, z < X_R, Z_R -Ź ŁŃ ŊĽŸŤŚŐ x, z ŊĂ .Ą .ĎŽŠ ĎŘĞŃĚŽ ĚŇŹ ŽĚĄĚŹĞ ŽĚŘŮŚŐĚ ,ŊĽŸŤŚŐ ŽĂĚĚŹĎĚ ĄĚŹĽĞŇ ŹŐŹŐĎ ĽĘŃŸŐĎ ĹŤŹŐĎ ĂĚĎ ŊĽĽŘĽĄĎ ĹŤŹŐ X|Y ĘĂ ŊĽŸŤŚŐ ŽĚŰĚĄŮ X < Y ŊĂ .y ĽŘŤŇ ĂŸĄŘ x ŊĂ y ŮĞŹŐŐ ĹĚŹŤ x ŮĞŹŐŹ ŸŐĂŘ .ŽĚĹŹŤĎ ĹŤŹŐ 2.38ŽĚĹŹŤĎ ĹŤŹŐ 2.38

ŽĚĹŹŤĎ ĹŤŹŐ 2.38 .(ŽĚŇĽŮŹ ĽČŃ ČŠ ,ĎĘŃ ČĞĂ ŮĚĽČĄ ĚŘŹĽ ŔŃŇĚ) Y -Ň X ŔĽĄ ĂŰŐŘĎ ŸŽĚĽĄ ĹĚŹŤ ŸŤŚŐŇ ŇĚŮŹ ĘĂ ,ĚŇĂ ŽĚŰĚĄŮ ĽŽŹ ŔĽĄ ŊĽĂŰŐŘĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŔĽĄŐ ĽŸŠĘŐ ĎĂĽŸĄ ŊĚĽ ŇŠĄ ĂĚĎŹ Y -Ě X ŔĽĄ ŸŤŚŐ x ĽĎĽ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ ĽŤŇ ,ŔŃŇ .x ĽŘŤŇ ĎĂŸĄŘ ĂĽĎ ĽŃ ,ĚŇĂ ŽĚŰĚĄŮ ĽŽŹ ŔĽĄ ŽĂŰŐŘ ĎŘĽĂ ĚŇŹ ĎĽŰŤĚĂ ŞĂĚ ĚŇĂ ŽĚŰĚĄŮ ĽŽŹ ŔĽĄ ĂŰŐŘ x .x ≡ X|Y ,ŊĽĽŘĽĄĎ ĹŤŹŐ ŊĆ x, z ∈ A -Ě x < y < z ŊĂŹ ŁŃ ĎŮĽŸ ĂŇ ŊĽŸŤŚŐ ŽŰĚĄŮ ŸŐĚŇŃ ,ŊĽŸŤŚŐ ŇŹ ŞŰŸ A ĽĎĽ .ĎŘŮŚŐ 2.38.1ĎŘŮŚŐ 2.38.1

ĎŘŮŚŐ 2.38.1 .y ∈ A ŸŤŚŐĎ ĂĚĎ {x < A : ρ(x) < α} | {x > A : ρ(x) < α} ĘĂ .A ŇŹ ĚĎŹŇŃ ŸĄĽĂ ĂŸĄŘ ĚĄ ŔĚŹĂŸĎ ŊĚĽĎ α ĽĎĽ .Ă .A-Ą ŇĽĄĚŐĎ ŸŤŚŐĎ

-Ą ŇĽĄĚŐĎ ŸŤŚŐĎ

-Ą ŇĽĄĚŐĎ ŸŤŚŐĎ ĂŸŮŘ ĎĘ ŸŤŚŐ .A ĽŸĄĽĂ ŔĽĄŐ ŔĚŹĂŸ ĂŸĄŘŹĚ A-Ą ĂŰŐŘĎ (ŽĚŇĽŮŹ ĽČŃ ČŠ) ČĽĞĽĎ {x : x < A} | {x : x > A} -Ą ĂŇĚ {x < A : ρ(x) < α} | {x > A : ρ(x) < α} ŸŤŚŐĄ ĚŘŸĞĄŹ ĎĄĽŚĎ :ĎŸŠĎ ŊĽŸĞĚĂŐ ŊĽŐĽ ŊĽŐĽĽŮ β ŊĚĽ ŇŃŇ ĽŃ ŮĞŹŐ ĚŘĽĂ {x : x < A} | {x : x > A} -Ź ĂĽĎ ŸŽĚĽ ĎĹĚŹŤ ĚŽŸČĆĎŹ ŊĽŸŤŚŐĎ ŇŃŹ ŇŃ ŊĚĽ ŊĽĽŮ ĂŇ ŔŃŇĚ A ĽŸĄĽĂŐ ŊĽŘĹŮ ŊĽŸŤŚŐĚ A ĽŸĄĽĂŐ ŊĽŇĚČĆ ŊĽŸŤŚŐ ŊĽĂŸĄŘ ŊĎĄ β-Ő .’Ą-Ą ĂŰŐŘ {x : x < A} | {x : x > A} "ŸŤŚŐ"Ň ŞĽŇĞŽ .ĚĽŘŤŇ ĚĂŸĄŘ {x : x > A} -ĄĚ {x : x < A} -Ą .A-Ą ŇĽĄĚŐĎ ŸŤŚŐĎ ĂĚĎ B | C ĘĂ B | C ∈ A -Ě C ⊆ {x : x > A} ,B ⊆ {x : x < A} ŊĂ .Ą ,X_L ŽĂ ŇĽŠŇŐ ŊŚĚĞ Y_L ,Y_L < x < Y_R ŊĂ x ŽĂ ŞĹĚŠŞĹĚŠ

ŞĹĚŠ y-Ź ŸŐĂŘ .ŊĽŸŤŚŐ x, y ĚĽĎĽ .Ă .ŽĚŸČĆĎ 2.38.2

ŽĚŸČĆĎ 2.38.2 .X_R ŽĂ ŠŸŇŐ ŊŚĚĞ Y_R-Ě .ĚŇŹ ŽĚŇĽŮŹĎ ŽŮŇĞŐĄ ŸŽĚĽĄ ĹĚŹŤ ŸŤŚŐ ĂĚĎ ŊĂ ĽŸĹ ŸŤŚŐĽŸĹ ŸŤŚŐ

ĽŸĹ ŸŤŚŐ x ŸŤŚŐŇ ĂŸŮŘ .Ą .y ≡ x ĘĂ x ŸŤŚŐĎ ŽĂ ŞĹĚŠ y ŸŤŚŐ ŊĂ .ĎŤĽĹŠĎ ĹŤŹŐ 2.38.3

ĎŤĽĹŠĎ ĹŤŹŐ 2.38.3 ŊĽĽŮ x ŽĂ ŞĹĚŠ y-Ź ŔĚĚĽŃŐ .z ≡ x ŽĚĹŹŤĎ ĹŤŹŐ ĽŤŇ ĘĂ X_R-Ň X_L ŔĽĄ ŸŽĚĽĄ ĹĚŹŤ ŸŤŚŐ z ĽĎĽ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ Y_R-Ě Y_L ŔĽĄ ĂŰŐŘĎ ŸŤŚŐ ŇŃ x ŽĂ ŞĹĚŠ y-Ź ŔĚĚĽŃŐ .Y_L < z < Y_R ŊĆ ŊĽĽŮ z ≡ x -Ź ŔĚĚĽŃŐĚ ,Y_L < x < Y_R ĹŤŹŐ ĽŤŇĚ ,ĚŇĂ ŽĚŰĚĄŮ ĽŽŹ ŔĽĄ ŸŽĚĽĄ ĹĚŹŤĎ ŸŤŚŐĎ ŊĆ ĂĚĎ Y_R-Ě Y_L ŔĽĄ ĂŰŐŘĎ z ŔŃŇĚ ,X_R-Ě X_L ŔĽĄ ŊĆ ĂŰŐŘ .y ≡ z ≡ x ŊĽĽŮ ŔŃŇ .z ≡ y ŽĚĹŹŤĎ .x ŽĂ ŞĹĚŠ y ĘĂ ĽŸĹ ŸŤŚŐ ĂĚĎ x-Ě ŊĽŇĚŮŹ x, y ŊĽŸŤŚŐĎ ŊĂ .ŁĚŤĎĎ ĎŤĽĹŠĎ ĹŤŹŐ 2.38.4

ŁĚŤĎĎ ĎŤĽĹŠĎ ĹŤŹŐ 2.38.4 ŊĽĽŮ ŽŸĞĂ ĽŃ Y_R-Ň Y_L ŔĽĄ ĂŰŐŘĎ ŸŽĚĽĄ ĹĚŹŤ ŸŤŚŐ ĂĚĎ x .Y_L < x < Y_R ŊĽĽŮ x ≡ y -Ź ŔĚĚĽŃŐ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ .ĽŸĹ x-Ź ĚŘŽĞŘĎŇ ČĚĆĽŘĄ ,z ≡ y ≡ x ŽĚĹŹŤĎ ĹŤŹŐ ĽŤŇĚ ,x ĽŘŤŇ ĂŸĄŘŹ Y_R-Ň Y_L ŔĽĄ z ŸŽĚĽĄ ĹĚŹŤ ĹŤŹŐ ĚŘĽŇŠ ,z ∈ X_L ĽĎĽ .ĎŐĚČ ĂĽĎ X_R ŽĂ ŠŸŇŐ ŽŐŚĚĞ Y_R-Ź ĎĞŃĚĎĎĚ ,X_L ŽĂ ŇĽŠŇŐ ŽŐŚĚĞ Y_L ĽŃ ĎŽŠ ĞĽŃĚŘ .Y_L < z < Y_R ĎĽĎ ĘĂ Y_L < z ĎĽĎ ĚŇĽĂ .z < x ≡ y < Y_R ŊĽĽŮ ,z ∈ X_L -Ź ŔĚĚĽŃŐ .Y_L < z ŊĽĽŮ ĂŇŹ ĞĽŃĚĎŇ .Y_R-Ň Y_L ŔĽĄ ŸŽĚĽĄ ĹĚŹŤ ŸŤŚŐ ĂĚĎ x ĽŃ ĚŘĽĂŸŹ ĎŐŇ ČĚĆĽŘĄ ,z ∈ X_L ĽŃ x-Ő ĹĚŹŤ z ?ĽŸĹ x ŸŤŚŐĎŹ ĎĞŘĎĎ ĂŇŇ ŊĆ ŊĽĽŮ ŁĚŤĎĎ ĎŤĽĹŠĎ ĹŤŹŐ ŊĂĎ .ŇĽĆŸŽ 2.38.4ŇĽĆŸŽ 2.38.4

ŇĽĆŸŽ 2.38.4 Ľ"Š ĎĽŚŸĚŮŸĄ ŊĽŸŤŚŐĎ ŽŮŇĞŐŇ ŊĽŸČĚŚĎ ŽŮŇĞŐ ŇŹ^∗ ĎŮŽŠĎ ŸĽČĆŘ .ŊĽŸŤŚŐŃ ŊĽŸČĚŚĎ 2.39

ŊĽŸŤŚŐŃ ŊĽŸČĚŚĎ 2.39 .1^∗ = {0 |} -Ě ,0^∗ = {|} = 0 ,ČĞĚĽŐĄ .α^∗ = {β^∗ : β < α |}

.ŸŤŚŐ ĂĚĎ α^∗ α ŇŃŇ .Ă .ĹŤŹŐ 2.40

ĹŤŹŐ 2.40 .α^∗ < β^∗ ŊŊĂ α < β ŊĂ .Ą .(α + 1)^∗ = α^∗ + 1^∗ α ŇŃŇ .Ć .(α + n)^∗ = α^∗ + n^∗ n ĽŠĄĹ ŸŤŚŐĚ α ŇŃŇ .Č .β^∗ < α^∗ − n^∗ ŊĽĽŮ n ĽŠĄĹ ŸŤŚŐĚ β < α ,α ĽŇĚĄĆ ŸČĚŚ ŇŃŇ .Ď .−1^∗ = {| 0} ČĞĚĽŐĄĚ ,−n^∗ = {| −(n−1)^∗} = {| −(n−1)^∗, −(n−2)^∗, . . . , −1^∗, 0^∗} ŊĽĽŮ ĽĄĚĽĞ ĽŠĄĹ n-Ň .Ě .α^∗ − 1^∗ ĂĚĎ β^∗-Ě α^∗ = {β^∗ |} ĘĂ ĚŇ ŊČĚŮĎ ŸČĚŚĎ β-Ě ĄŮĚŠ ŸČĚŚ α ŊĂ .Ę .α^∗ − n^∗ = {β^∗, β < α | α^∗ − (n − 1)^∗, α^∗ − 1^∗, α^∗} ŊĽĽŮ n ĽŠĄĹ ŸŤŚŐĚ α ĽŇĚĄĆ ŸČĚŚ ŇŃŇ .Ğ ŸČŚĎ ŇŠ ŸŐĚŹ ĎĘ ĽĚĎĽĘ .1 = {0 |} ,ŇŹŐŇ .ŊĽŸČĚŚ ŊĽ-α^∗-Ň ĂŸŮŘĚ α ŊŠ α^∗ ŽĂ ŇŇŃ ŁŸČĄ ĎĎĘŘ ŁŇĽĂĚ ŔĂŃŐ .’Č ŮŸŤĄ ĎĂŸŘŹ ĽŤŃ ,ŊĎŹŇŃ ŊĽŸČĚŚ ŇŹ ŸĚĄĽĞĎ ŇŠ ŸŐĚŹ ĚŘĽĂ ĂĚĎ .ŊĽĽŠĄĹ ŊĽŸŤŚŐ ŇŹ ŸĚĄĽĞĎ ŇŠĚ .ρ(x − 1), ρ(x + 1) ≤ ρ(x) + 1 ŊĽĽŮ x ŮĞŹŐ ŇŃŇ .ŇĽĆŸŽ 2.41ŇĽĆŸŽ 2.41

ŇĽĆŸŽ 2.41 .(2.33 ŊŠĚ ,x ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ) .ĚŇ ĎĚĚŹ ĚĂ ŇĚČĆ α ŸČĚŚ ŊĽĽŮ x ŮĞŹŐ ŇŃŇ .Ă .ĹŤŹŐ 2.42ĹŤŹŐ 2.42

ĹŤŹŐ 2.42 .(ŊĽĽŘĽĄĎ ĹŤŹŐĚ ’Ă ĽŤŇ) .x ≤ ĂĚĎŹ ĽŸŠĘŐĎ ŸČĚŚĎ ĂĚĎ ⟨X_L, ∅⟩ x ŸŤŚŐ ŇŃŇ .Ą .(ŊĽĽŘĽĄĎ ĹŤŹŐĚ ’Ă ĽŤŇ) .A ĽŸĄĽĂ ŇŃŐ ŇĚČĆĎ ĽŸŠĘŐĎ ŸČĚŚĎ ĂĚĎ ⟨A, ∅⟩ A ŊĽŸČĚŚ ŽŰĚĄŮ ŇŃŇ .Ć ŊŐŰŠ ŊĽŸŤŚŐĎ .ŸĚĄĽĞĎ ŽŇĚŠŤŇ ŚĞĽĄ ĎŸĚĄĞ ŔĎ ĽĽĚĚŘĚŮ ĽŸŤŚŐ ŇŹ ŽĚŇĽŮŹĎ ŽĚŮŇĞŐ 2.34 ĽŤŇ .ŔĚĽĚĚĽŹĚ ŽĚŇĽŮŹŔĚĽĚĚĽŹĚ ŽĚŇĽŮŹ

ŔĚĽĚĚĽŹĚ ŽĚŇĽŮŹ ŇĽŇŃŐŹ ĎŐ ŔŃŇ .( x + y ≡ 0 -Ź ŁŃ y ŮŸ ŊĽĽŮ) x + y = 0 -Ź ŁŃ y ŊĽĽŮ ĂŇ x ≠ 0-Ň ĽŃ ŸĚĄĽĞĎ ĽĄĆŇ ĎŸĚĄĞ ŊŘĽĂ ŔĂŃŐ ,ŔŃŇ .ŊŐŰŠ ŊĽŸŤŚŐĎ ĂŇĚ ĽĽĚĚŘĚŮ ĽŸŤŚŐ ŇŹ ŽĚŇĽŮŹĎ ŽĚŮŇĞŐ ŔĎ ĚŇĂ ŊĽĽŹŐŐĎĚ ŊĽŐŇŹĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŽĂ ŔŐĽŚĄ ŽĚŇĽŮŹĎ ŽĂ ŔŐŚŘ ŊĂŽĎĄĚ ,ŊĎŇŹ ŽĚŇĽŮŹĎ ŽĚŮŇĞŐŇ ĄĚŸ ĽŤ ŇŠ ŔĚĚŃŽŘ ŊĽŸŤŚŐ ŇŠ ŸĄČŘ ŸŹĂŃ ,ŁŇĽĂĚ 0-Ě x ŊĽŸŤŚŐĎĚ ĎŮŇĞŐ ĎŽĚĂ ĚĎ 0-Ě x ŇŹ ŽĚŇĽŮŹĎ ŽĚŮŇĞŐŹ ŔĚĚŃŽŘ x = 0 ĽŃ ,ŇŹŐŇ ,ŸŐĂŘŹŃ ,ŁŃ .= ŔĚĽĚĚĽŹĎ ČĽŐŽ .ĚŇŹ ŽĚŇĽŮŹĎ ŽŮŇĞŐŇ ĂŇĚ ĚŐŰŠ x ŸŤŚŐŇ ,ŔĄĚŐŃ ,ŔĚĚŃŽŘ x ŸŤŚŐ ŇŹ ŽĚĽŰŤĚĂ ŇŠ ŸĄČŘ ŸŹĂŃ .ŊĽŇĚŮŹ ĄŰŐŇ ĄŸ ŔŐĘ ĎĘ ŊĽŇĽĆŸ ĚŘŇĚŃ .ĚŇŹ ŽĚŇĽŮŹĎ ŽŮŇĞŐŇ ĚĂ ĚŐŰŠ ŸŤŚŐŇ ŊĽŘĚĚŃŽŐ ĚŘĂ ŊĂ ŸŹŮĎĎ ŔŐ ŸĚŸĄ ĎĽĎĽ ŁŸČĄ ŊĽŘĚĚŃŽŐ ĚŘĂ ŊĽĽŇŘĚĽŰŸĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŇŠ ŊĽŸĄČŐ ĚŘĂ ŸŹĂŃ .ŊĽĽŇŘĚĽŰŸĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŔŐ ŽĚŠŐŹŐ ŇŤŃ ŇŹ ĎĘ ĚŘĂ 8 ĂĚĎ^6_8 ŇŹ ĎŘŃŐĎŹ ŊĽŸŐĚĂ ĚŘĂ ŸŹĂŃ ŇĄĂ ,^6_8 =^3_4 ŊĽĄŽĚŃ ĚŘĂ ŔŃŇĚ ,ŊĽŸĄŹĎ ŇŹ ŽĚŇĽŮŹĎ ŽĚŮŇĞŐŇ ŇŇŃ .ĎŮŇĞŐĎ ŇŹ ŸĄĽĂ ĂŸĄŘ ĚĄ ŔĚŹĂŸĎ ŊĚĽĎ ĄŹĞŘ ŽĚŇĽŮŹ ŽŮŇĞŐ ŇŹ ĎĂĽŸĄĎ ŊĚĽŇ .ĚŐŰŠ ŸĄŹŇ ŊĽŘĚĚŃŽŐ .ĂĄĎ ĹŤŹŐĎ ŽĂ ĎŇĽĞŽ ŸĽŃĘŘ ŊĽĽŇĽŇŹĎ ŊĽŐŇŹŇ ŠĽĆĎŇ ĽČŃ Z ŊĽŐŇŹĎ ŽŸĚĄĞ ŇŹ h ČĽĞĽ ŊĘĽŤŸĚŐĚŐĚĎ ŊĽĽŮ ĘĂ ,a ∈ G -Ě ŽĽŸĚĄĽĞ ĎŸĚĄĞ G ĽĎŽ .ĎŸĚĄĞĄ ŊĽŐŇŹĎ ŔĚŃĽŹ 2.44

ĎŸĚĄĞĄ ŊĽŐŇŹĎ ŔĚŃĽŹ 2.44 .ŔĚŃĽŹ ĂĚĎ h ĘĂ ,ĎŸĚČŚ ĎŸĚĄĞ G ŸŹĂŃ ŊĽĽŮ ĽĂČĚĚĄ ĎĘĚ ,ŇĚŽĽŤ ŽŸŚĞ G-Ě a ≠ 0 ŊĂ .h(1) = a ŊĽĽŮŐĎ G ŁĚŽŇ .ŸČŚ ŽŸŐĚŹ ŊĆ h ĘĂ a > 0 -Ě ĎŸĚČŚ ĎŸĚĄĞ G ŊĂ ŊŠ 2.44 ĽŤŇ ŊĽĽŮĎ ĽĽĚĚŘĚŮ ĽŸŤŚŐĄ ŊĽŐŇŹĎ ŽŸĚĄĞ ŇŹ ŔĚŃĽŹĎ h ĽĎĽ .ĽĽĚĚŘĚŮ ĽŸŤŚŐĄ ŊĽŐŇŹĎ ŔĚŃĽŹ 2.45

ĽĽĚĚŘĚŮ ĽŸŤŚŐĄ ŊĽŐŇŹĎ ŔĚŃĽŹ 2.45 .h(n) = n^∗ ĽŠĄĹ n ŇŃŇ ŊĽĽŮ ĘĂ .h(1) = 1^∗ .ŊŇŹ n ŇŃŇ h(n) ŊĚŮŐĄ n^∗ ĄĚŽŃŇ ŊĽŇĚŃĽ ĚŘĂ ŁŃŐ ĎĂŰĚŽŃ ’Ć2.40-Ě ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎ ĽŤŇ .h(0) = 0 = 0^∗ ŊĽĽŮ ŊĘĽŤŸĚŐĚŐĚĎ h-Ź ŔĚĚĽŃŐ .n ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ ŽĂĘ ĞĽŃĚŘ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ .h(n + 1) = h(n) + h(1) = n^∗ + 1^∗ = (n + 1)^∗ ŊĽĽŮ a ∈ A ĽĎĽ .ĎŸĚČŚ ĎŸĚĄĞ A-Ź ĎŸŮŐĎ ŽĂ ŇŇĚŃ ĎĘĚ ,ŇĚŽĽŤ ŽŸŚĞ ĎŸĚĄĞ A ĽĎŽ .ĽŇŘĚĽŰŸ ŸŤŚŐĄ ŸŤŚŐ ŇŤŃ 2.46

ĽŇŘĚĽŰŸ ŸŤŚŐĄ ŸŤŚŐ ŇŤŃ 2.46 ŊĽŘŐŚŐ ĚŘĂ .^1_k a -Ą ĚŽĚĂ ŊĽŘŐŚŐ ĚŘĂĚ ,ČĽĞĽ ĎĘ b ĘĂ kb = a-Ź ŁŃ b ∈ A ŊĽĽŮ ŊĂ .ĽĄĚĽĞ ĽŠĄĹ ŸŤŚŐ k ĽĎĽĚ .^1_k (ma) -Ň ĎĚĚŹ ĎĘ ŸĄĽĂĚ ,m(^1_k a) ŸĄĽĂĎ ŽĂ^m_k a -Ą .^1_2 ŸŤŚŐĎ ĂĚĎ {0 | 1} ŮĞŹŐĎ .^1_2 ŸŤŚŐĎ 2.47 1 2 ŸŤŚŐĎ 2.47 1 ŮĞŹŐĎŹ ŊĽĂŸŐŹ Ľ"Š ,a+a = 1 -Ź ŸŐĚŇŃ ,^1_2 ĂĚĎŹ ĞĽŃĚĎŇ ŸŹŤĂ .ŸŤŚŐ ĂĚĎŹ ŸĚŸĄĚ ,a ĎĘ ŮĞŹŐŇ ĂŸŮŘ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ .ŊĽĽČĂĽČĎ ŊĽŸĄŹĎ ŇŃŇ ŇĽŇŃĎŇ ŸŹŤĂ ĎĘ ŽĂ ĽŃ ,ŊĽĽŘĽĄĎ ĹŤŹŐĄ ŹĚŐĽŹ Ľ"Š ŽĂĘ ĞĽŃĚŘ ĚŘĂ .ŔĘĚĂŐ a + a − 1 {a | 1 + a} ŔĽŐĽ ŞĆĂ ŇŠ ŊĽĽŘĽĄĎ ĹŤŹŐ ŽĂ ŇĽŠŤŘ .a + a = {a + 0 | a + 1} = {a | 1 + a} ŸĚĄĽĞĎ ŽŸČĆĎ ĽŤŇ a ŔĽĄ ĎŘŘĽĂ 0 ĂĽĎŹ 1 ŇŹ ĎČĽĞĽĎ ĎĽŰŤĚĂĎ ŊŇĚĂ ,a < 1 < 1 + a ŔŃŇĚ 0 < a < 1 2.31 ĽŤŇ .1 ŸŤŚŐĎ ŇŠĚ .{a | 1 + a} = 1 ŔŃŇĚ ,1 + a -Ň

.x = {x −^1_{2n} | x +^1_{2n} } Ľ"Š ŔĚŽŘĎ ĽĽĚĚŘĚŮ ŸŤŚŐ ĂĚĎ 2^n ĎŘŃŐ ŊŠ x ŊŰŐĚŰŐ ŸĄŹ ŇŃ .ĹŤŹŐ 2.48ĹŤŹŐ 2.48

ĹŤŹŐ 2.48 .x ≡ {x−1 | x+1} ĽŃ ,ŊĽĽŘĽĄĎ ĹŤŹŐĄ ŹĚŐĽŹĄ ,ŽĚĂŸŇ ŇŮĚ ŊŇŹ ŸŤŚŐ ĂĚĎ x n = 0-Ň .n ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ 2z = 2x -Ź ŁŃ z ĽĽĚĚŘĚŮ ŸŤŚŐ ĂĚŰŐŇ ĚŘĽŇŠĚ ,ĽĽĚĚŘĚŮ ŸŤŚŐ ,ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎ ĽŤŇ ,ĂĚĎ 2x ŸŤŚŐĎ n > 0 -Ň ŊĽĽĽČĂĽČ ŊĽŸŤŚŐ ŊĎ x+^1_{2n} -Ě x−^1_{2n} ŔŃŇ 2^n ĎŘŃŐ ŊŠ ŊŰŐĚŰŐ ŸĄŹ ĂĚĎ x-Ź ŔĚĚĽŃŐ .x ĽĽĚĚŘĚŮ ŸŤŚŐ ĎĽĎĽ ĎĘ z-Ě ĽĎĽ .ĽĽĽĚĚŘĚŮ ĽŸŤŚŐ ŊĎ ĚŇĂ ŊĽŸŤŚŐ ,ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎ ĽŤŇ ,ŔŃŇĚ 2^{n−1} ŽĂ ŮŇĞŐĎ ĎŘŃŐ ŊŠ z = { x − 1 2^n | | x + 1 2^n }

ĘĂĚ 2z = { z + ( x − 1 2^n ) | | z + ( x + 1 2^n )}

2.31 ĽŤŇ x − 1 2^n < z < x + 1 2^n ŊĽĽŮ ŔŃŇĚ 2x − 1 2^{n−1} < z + ( x − 1 2^n ) < z + ( x + 1 2^n ) < 2x + 1 2^{n−1} (1) -ĽĂ ŽĂ ŔŽĚŘ (1)-Ą ĽŘŐĽĎ ŔĚĽĚĚŹĎ-ĽĂ ĽŤĆĂ ĽŘŹŐ^1_{2n+1} ŸĚŚĽĞĚ (1)-Ą ĽŇĂŐŹĎ ŔĚĽĚĚĽŹĎ-ĽĂ ĽŤĆĂ ĽŘŹŇ^1_{2n+1} ŸĚĄĽĞ ŽĚŘĚĽĚĚĽŹĎ x + z − 1 2^n < 2x < x + z + 1 2^n (2) ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎ ĽŤŇ .2z ŇŹ ŽĚĽŰŤĚĂĎ ŔĽĄ ĂĚĎ 2x (2) ĽŤŇ 2x ≡ { 2x − 1 2^{n−1} | | 2x + 1 2^{n−1} } (3) ŸŤŚŐ ĂĚĎ z ŔŃŇĚ ,2x = 2z ,ŊĽĽŘĽĄĎ ĹŤŹŐ ĽŤŇ ,ŔŃŇĚ 2z ŇŹ ŽĚĽŰŤĚĂĎ ŔĽĄ ŔŘĽĂ (3)-Ą 2x ŇŹ ŽĚĽŰŤĚĂĎ (1) ĽŤŇĚ .x ŊŠ ĚŽĚĂ ŊĽĎĘŐ ĚŘĂŹ ĽĽĚĚŘĚŮ .^{2m+1}

2^{n+1} = {_m 2^n | m+1 2^n } ŊĽĽŮ n ĽŠĄĹ ŸŤŚŐĚ m ŊŇŹ ŇŃŇ .ĎŘŮŚŐ 2.49

ĎŘŮŚŐ 2.49 .ĽŤĚŚ ŊĚĽĄ ĂŸĄŘ ĽČĂĽČ ŸŤŚŐ ŇŃ .Ă .ŇĽĆŸŽ 2.50ŇĽĆŸŽ 2.50

ŇĽĆŸŽ 2.50 .ŊĽŸŤŚŐ ŇŹ ĽŤĚŚ ŸŤŚŐ ŮŸ ĂŸĄŘ ĽŤĚŚ ŊĚĽ ŇŃĄ .Ą .ŊĽĽČĂĽČ ŊĽŸŤŚŐ ŊĎ ŊĽĽŤĚŚĎ ŊĽŐĽĄ ŊĽĂŸĄŘĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŇŃ .Ć ŽĚĽŰŤĚĂĎ ŔĽĄ ĂŰŐŘĎ ,ĽŸŠĘŐĎ ĽŠĄĹĎ n-Ď ŊŠ ,^m_{2n} ŸŤŚŐĄ ŔŘĚĄŽĎ x ŸŤŚŐŇ .ĎĂĽŸĄĎ ŊĚĽ ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ :ĘŐŸ .x ŇŹ ŽĚĽŘŐĽĎĚ ŽĚĽŇĂŐŹĎ .α − (n + 1) = α | {α − n} ŊĽĽŮ n ĽŠĄĹ ŸŤŚŐĚ α ĽŇĚĄĆ ŸČĚŚ ŇŃŇ .Ă .ŇĽĆŸŽ 2.51ŇĽĆŸŽ 2.51

ŇĽĆŸŽ 2.51 .[ n = 0 ĎŸŮŐĄ ĎŇĽĞŽ ŇŤĹ ] .z =^ω_2 -Ě ŸŤŚŐ ĂĚĎ z ĘĂ .z = {0, 1, 2, . . . | . . . , ω − 2, ω − 1, ω} ĽĎĽ .Ą